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A MONSEIGNEUR 
LE COMTE 

D ARGENSON, 

M IN I S T R B 
ET SECRÉTAIRE D'ÉTAT. 



ONSEIGNEUR, 

" Lji fehhiffim ^ vous m'avez accordée de 
"fmrt fUfditfie net Ouvrage feus vos auffices-, 



E P I T R E. 

efl un honneur dont je ne fuis être reàeva^ 
bk qu'à votre goût four les Sciences •, Ù* 
a cette bonté , qui fe fait un devoir £encour> 
rager tous ceux qui les cultivent. Etranger 
CÎT inconnu , à quel titre fouvois-je affirer 
à un avantage fi: ftateur ^ Alais vous fe?p- 
yja, Monseigneur , que tous ceux qui 
)s*apfliquent à augmenter leurs çonnoijfan^ 
ces , appartiennent à une même Rêfublique 
en quelque, lieu que le Ciel les ait fait 
naître. Ce n^efl ni le François , ni VAn^ 
glois . que vous voyez dans un Ecrivain , 
mais r homme utile ^ ou du moins qui s^ ef- 
force de rêtre. Quel bonheur four les 
Sciences de fe voir fous la froteâiion iun 
Minifhre flein de ces frincifes ? Cefl en 
n^ admettant foint ces difiinMions de \Fatrie , 
qu^uH grand homme farpient à rendre fôn 



E. P I T R E. 

Fays la Patrie commune des talens, La 
France fçait déjà ce qu^elle vom doit dans 
un autre genre , & n^ attribue pas moins 

m 

les fucces de fes Armes à votre frudeftce^ 
qu'à la valeur de fes Guerriers : Que n^a^ 
felle pas droit d^ attendre de Fous dans 
cette nowvelle partie du Miniflére , qui 
vient de vous être confiée ? Uétendue de 
vos Lumières , cet Efprit de Gouverne-' 

m 

ment , qui efl héréditaire dans votre IllU" 
fire Maifon , lui répondent que fes ejpé- 
rames ne fpauroient être trompées. 

Qu'il efl beau , Monseigneur, d^ê- 
tre en même -temps propre (^ fupérieur à 
tous les Emplois , ç!^ de réunir des foins , 
mi jûfa toujours été regardes comme incom* 
-bàtîbks! Ceft fervir & honorer doublement 



E P I T R . E. 

rEtat , dont la tranquillité O* l^ réfutation 
dépendent également de la gloire des Armes , 
'^ de celle des Lettres, 



Tai rbonneur S être ^^ 



» s. 



MONSEIGNEUR, 



• « 






» • 



. Votre trcs-humble & 
'très-ob<f iflanr Serviteur^ 



' « 



PRMFAdS, 






P R E FACE. 

U o I Q u'i L fe folt écoulé l'ef^ 
pace de plus de vingt ans depuis 
que le Public a vu paroître les 
fondemens de la Théorie qu'on 
donne ici , cependant on ne voit point qu'el- 
le ait été'reçue par tout avec le fuccès qu'une 
Théorie de cette nature femble mériter. Je 
parle ici du Livre de M. Côtes, intitu- 
lé Harmonia Menfttrarum , publié après fa 
mort par M. Smith, l'an 1722 : ce Livre 
eft fi rare & fi peu lu , qu'on feroit porté 
.à en conclure fon peu d'importance ; néan- 
moins fi on confulte les Ouvrages d'un pe- 
tit nombre d'Auteurs qui ont pris la peine 
de le lire : on trouve non -feulement qu'ils 

Aij 



4 PREFACE. 

en ont été très-fatis&its , mais qu'ils en par- 
lent avec les plus grands Eloges ,' lui don- 
nant à la vérité fe titre d'Ouvrage d'un ef- 
prit , qui impatient de fuivre les pas des Sça- 
vans qui Tavoient précédés , s'eft frayé un 
chemin nouveau qu'il s'eft contenté de s'ou- 
vrir à lui - même fans le rendre pratiquable 
aux autres y È indique une entrée à Îqs dé- 
couvertes , mais qu'il laiiïè enveloppée d'une 
grande obfcurité ; il refferre fon Ouvrage 
dans des bornes fî étroites , qu'il devient di^ 
ficile aux Leéleurs les plus attentifs ; & ce 
qui révolte davantage les efprits , eft qu'il 
débute par des chofes nouvelles fans deC- 
cendre à une explication fufHfante pour en 
donner une idée diftinéle. 

Quoi qu'il en foit , pourvu qu'on jette les 
yeux fur l'Ouvrage dont nous parlons , on* 
voit à l'inftant que les folutions qu'il donne 
d'un grand nombre de problêmes , font les 
plus fîmples dans leurs conftrudtions qui 
ayent été données par aucun Géomètre pré- • 
cèdent , & que les calculs qu'il feudroit raire 
pour en tirer une valeur déterminée , font 
peu pénibles en comparaifon de ceux qu'ion 
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à coutume de faire dans les autres méthodes. 
Cette nouvelle méthode conMe à réduire 
les intégrales qui dépendent des fêélions 
coniques , aux Mefures des Rapports Ù* des 
Angles y & elle doit être regardée comme 
la plus courte & la plus facile qu'on puifTe 
employer dans la Théorie & dans la Prati- 
que : car pour ce qui eu, d&s meiures des 
rapports , comme on peut les rapporter aux 
Logarithmes auxquels elles font analogues , 
& comme les mefures des Angles peuvent 
être très - commodonent exprimés par les 
arcs de Cercle^ il fuit que dans Tun & l'au- 
tre cas pour avoir la vsdeur d'une intégrale, 
il ne mut ^e autre chofe qu'avoir recours 
aux Tables des Logarithmes « des Sinus & 
Tangentes , dans le£|iielles prenant le Lo- 
garithme du Rapport, ou le nombre des de- 
grés de l'Angle qu'il £uit mefurer , <hi cher- 
chera le quatrième terme d'une proportion 
dont on connc^ les trots autres. . 

On reconnoitra fur -tout la Sicilité & la 
iimplicité de cette méthode dans la prad- 
que , en la comparant avec la méthode ufî- 
tée de réduire- tes quantités eh feijes in&« 

Auj 



6 PREFACE. 

nies , & de chercher Tintégrale demandée 
en prenant la fomme d'un grand nombre de 
termes , ce que chacun fçait être d'un Ion: 
& pénible travail , quelquefois même pres- 
que impoflible à caufe de la lenteur de la 
convergence des feries. C'eft pour cette rai- 
fon que le Célèbre Géomètre Maclaurin, 
donne à fes Leéleurs l'avis fuivant ( Tréa^ 
tife of Fluxions, art. 755 ). » Toutes les fois 
•» qu'on trouve qu'une intégrale ne peut être 
•• exprimée par un nombre fini de termes , 
•* il ne faut pas d'abord avoir recours à une 
n ferie infinie ; les Arcs de Cercle & les Lo- 
•» garithmes ne peuvent être exprimés exa- 
•• élément par une • formule Géométrique , 
•* néanmoins on a trouvé des méthodes de 
•• les calculer avec upê fi grande précifion , 
* que par leur moyen il eft fecile de me- 
» furer tout ce qui fe rapporte aux aires des 
•• feélions coniques on Arcs de Parabole *. 
On ne peut afiez admirer la méthode de 
riUuftré M. Newton, expofée dans les 
• èxcdlens Tr^tés , de Qmiraturâ curvarum , 
-& Metbodus Fluxionum Ù* firkrum infini-^ 
tarum \ qui eft de rapporter autant qu'il efi 



\ 
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poflible les intégrales aux aires des re<^ions 
coniques , & d'en exprimer la valeur par 
ces aires regardées comme données : les 
Tables qu'il a compofées à ce fujet , font 
fi belles & fi commodes , qu'il ne eut qu'en 
étudier la Théorie & en faire l'application 
pour être convaincu de ce que nous avan- 
çons j on voit avec furprife l'ufage qu'il en 
a fait par les belles conflruélions qu'il don- 
ne d'un grand nombre de problêmes diffici- 
les dans fon Livre intitulé Fbilofofhia Natu* 
ralis Frincifia Matbematica , dont à la vé- 
rité il fupprime le calcul , en cboififïànt plu- 
tôt de les démontrer d'une manière Géo- 
métrique & Synthétique. Il fembloit qu'à 
ce degré de perfèélion auquel M. Newton 
avoit porté le calcul intégral , on ne pou- 
voir plus efpérer d'ajouter quelque chofe ; 
cependant M. Côtes fentit bien que cet- 
te -méthode & ces confiruélions pou voient 
fe fimplifier en rappellant les aires des fe- 
rions coniques aux mefures des rapports & 
des angles , ce qu'il exécuta d'abord. En- ^ 
fuite , non content de s'arrêter r la , il por- 
ta fes vues beaucoup plus loin , &; ^'ouvrit 
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un champ très*vafte jufques^là inconnu, 
trouvant moyen de réduire aux ferlions co-» 
niques , un nombre- infini de difTérentielles 
qu'on avoit jugé jufqu'alors îrrédu<^bles , 
& ce qu'il n'avoit pu exécuter par les me** 
fures des Rapports ou des Angles féparé^ 
ment , il en vint à bout par Tunion de tou- 
tes les deux. Ce qui donna occafîott à cet- 
te dernière découverte ^ fut une belle pro-^ 
priété qu'il reconnut, dans le Cercle ; elle 
lui donna moyen de réfoudre les différentiel- 
les complexes dont les dénominateurs font 
tMnomes , en plufieurs autres plus fimples. Il 
réufllt aufli dans la réduction cks dif^rentiel- 
les complexes dont les dénominateurs con-f 
tiennent un nombre quelconque de termes f 
mais fa méthode pour ce» dernières n'écoic 
pas fi générale que celle qu'il avoit trouvée 
pour les binômes* On peut voir ce même 
fujet tndté d'une façon di£^ente dans les^ 
Ouvrages du Célèbre Jean BciLNOULLr 
TomclL N"". C XI F, mais fa fblutioti quoi- 
que trèsH^égante , n'eft pas û commode que 
celle de. Mr C ô T E s.. 
: ' Ce qu'il y a de fôcheux eft qiie , dans le 

temps 
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temps que M. C ô t e s tr^ailloit à cette der- 
nière découverte , qui eft certainement la par- 
tie la plus belle & la plus remarquable de fa 
Théorie , une mort prématurée nous enleva 
ce grand Homme : mais M. Smith, fbn 
Succefleur dans la Chaire de Profeflèur , eut 
foin de conferver & d'afïbrtir tout ce qu'il 
avoit laiffé d'écrits fur cette matière j il trou-» 
va néanmoins la Théorie à peine commencée , ' 
M. C ô T E s n'ayant eu que le temps d'en pré- 
parer & arranger la matière : il y mit donc lui- 
même la dernière main , & l'acheva fuivant les 
idées de l'Auteur autant qu'il s'en put infbui- 
re. Enfuite l'Illuftre M. de Moivre y tour- 
nant fes Etudes parvînt à rendre plus général 
le Théorème fur le Cercle dont on a parlé d-. 
deffiis , & par-là trouva le moyen de réfoudre 
les cas qui échapoient à la méthode de M. 
CÔTES, comme on peut voir dans fon Li- 
vre intitulé Mifcellanea Analytica^ 

Ayant donc reconnu les avantages de cette 
méthode , & étant encouragé par des perfon- 
nés que je refpeéle beaucoup , j'ai tâché de 
dév^o^er fes principes autant qu'il m'a été 

po{Q;)le 9 dé l'expofer dans toute ion étendue > 
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me fetvant des lugiiéres que j'ai tiré des Au-« 
teurs ci-<levanc cités & fur-tout de M ac-L a u-< 
RiN .* mais comme ce qu'ils nous ont laide fur 
ce fujet efi écrit d'une manière trop généra* 
le , & que ces grands Hommes (è font conten-* 
tés d'ouvrir le chemin aux calculs , on a été 
obligé de les déveloper & de les continuer à 
leur bue Les termes de Mefure de Rapport 
* & de Module , ne cauièrcmt , je crois , aucunef 
peine aux JLedieurs , après qu'on aura déter-* 
miné par des définirions claires les idées qu'on 
s'en doit form^. L'obfcurité dans bquelle M. 
C ô T E s a laiiïe cette Théorie , Ëiifantquepeu 
de peribnnes peuvent donner le temps nécef« 
Élire pour l'étudier à fend , on s'eft em^rcé d'y 
apporter les édairciilèmens qui lui fembloienc 
convenais : elle fera peut-être d'autant plus 
agréable aux Géomètres qu'eUe a une liaifon 
ëtroioe avec ce qui eft le plus<:ommun dans la 
Géométrie ; fçavoir^ lesrappcnts &les an^es. 
' J'ai divifé ce Traité en quatre Parties. La 
première traite des Mefures des Rapports , & 
Peigne la manière de trouver les intégrales 
par les Logarithmes. La (èconde traite de la 
Mefuie des Angles , comment on y réduit les 
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intégrales , en exprimant leurs vateuris par de$ 
Arcs de Cercle. La troifieme Partk qui a beait< 
coup plus d'étendue que les deux précédentes, 
comprend la Théorie de» différentielles com- 
plexes,& fait voir de queUe manière on trouve; 
leurs intégrales par le moyen des Logarithmes 
& des Arcs de Cercle \ f y ai apuré auifi lai 
Théorie des cas où la métljode de M. Côtes 
ne lui donnoit pas ces intégrales , •& dont pas 
donféquent M. S m i t h n'a pc»nt donné de; 
Tables ^ j'ai cakirlé ces TaUes qui manquoîenC. 
afin que la fuite des formes fût complette« 
Dans la quatrième & dernière Partie on fait 
voir la (implicite & Tutilité de cette Théorie 
dans Tappûcation qu'on en a fait aux problê-i 
mes de différente eipéce , comme de la Reéli* 
fication & de la Quadrature des courbes , &» 
aux problèmes de Mécanique. On trouve dan$ 
le calcul intégral de M. S t o n e , quelqq 
uns de ces problèmes qui regardent la ReéE-f 
fication &Ia Quadrattwe des courbes , cpi'tl ai 
àufll réfolu en> fe fervant des Tabks de M* 
Ç ô T ETS. Toutes les ibis que dîms cette ^-^ 

flication de la Théocie j'ai calculé k valeur. 

les intégrales en nombres, jemèfuisfofvi dc& 

B ij 
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Tables des Logarithmes , des Sinus & Tan- 
gentes de M. Gardiner , qui font connues 
pour être les plus exaéles & les plus amples.' 
• Comme les ^Tables des intégrales que Mi 
Smith compofa fur la Théorie de M. Côtes 
font très - commodes dans la folution des pro* 
blêmes , j'en ai feit voir la conftruélion &l'ufa- 
ge , & je les ajouterait la' fin de cet Ouvrage , 
omettant celles que M. C ô t e s lui - même 
avoit compofé correfpondantes à- celles de M. 
Newton , parce qu'elles ne s'étendent qu'aux 
deux premières parties dé h Théorie, & qu'el- 
les font comprifes dans celles de M. Smith. 
On peut voir dans la troifîéme Parrie de quelle 
manière on peut continuer ces Tables à l'infini: 
Pendant qu'on imprimoit ce Traité , j'ai re- 
çu d'Angleterre un Livre écrit par M. Simp- 
son , très - Sçavant Géomètre , dont je n'ai 
pas eu le bonheur d'avoir connoifTance plu- 
tôt à caufe des âcheux temps , qui avoient 
interrompu pendant plufieurs années toute 
communication entre les Royaumes : ce Li- 
vre contient un excellent morceau fur cet- 
te Théorie ; j'en ai fait mendon vers la fin 
de la troifiéme Parrie, 
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REDUCTION 

DES INTEGRALES 

AUX LOGARITHMES. 

ET 

AUX ARCS DE CERCLE- 

PREMIERE PARTIE. 

De h RéduHtoH des Intégrales aux Lo- 
garithmes. 

IN a découvert une liaifon fi étroite en- 
tre le; deux progreffions , la Géométrique 
& l'Arithmétique , que la connoillànce de 
quelque terme dans l'une de ces progreC 
fions nous conduit d'une manière aifee à la connoiC. 

B iij 



r4 Reductiow 

fknce du terme^correfpondant dans l'autre , 6c cela 
parce que les termes de la proere(Eon arithmétique, 
croiflàns uniformément comme Tes puiflànces des rap- 
ports entre le premier &: les autres termes de la'pro- 
gre^îon géométrique, défignent, ou pour mieux di- 
re , mefurent la grandeur de ces puidances : de cette 
analogie noos font venus les Logarithmes. Mais par- 
ce qu'on peut imaginer un nonrfjre infini de pro- 
gremons arithmétiques , & par conséquent de difTé- 
rentcs cfpéces de Logarithmes, qui (erviroient éga- 
lement pour ces fortes de meCures , ôc .que mémâ. les 
Logarithmes ne font que l'application d'un cas par- 
ticulier, qui eft cekii des nombres, tandis qu'on eft 
libre de choifir d'autres qijantités de tel genre qu'on: 
Youdroic pour cet ufage : Nous allons donner unç 
ihéthode générale pour trouver ces fortes de quan- 
tités , que nous appellerons avec M. Cotes , Me/ùres 
des rapports géométriques s. d'où il ièra facile de re- 
totnber fur les Logarithmes , auxquels on réduira 
putes ces mefures, 

DES MESURES DBS RAPPORTS. 

Art. I. Soit une fuite de rapports en progreflîon 

géométrique , j* jr* "â?* -34. &c. Soit aulii une pro- 

greflion arithmétique qui ait cette forme, a. za. ^a.^ 
4* . ôcc. dans laquelle a repréfente une quantité de 
celle grandeur & de telle ^écc qu'on voudia^ fi on 

fuppofè qire a défigne la mefiire du rapporc J, X4 fe- 
ra la mefure du rapport p; > V* celle du rapport — ,' 
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4d celle du rapport ^i ^ ainfi de liiite , de fa^n 

^ue ces mefiires font proportionnelles aux expofans 
des puiÛànces des rapports , le rapport doublé a une 
ûiefure double , le rapport triplé a une mefure tri- 
ple , &c. Voilà ce qu'on entend par mefùre de rap- 
port , d'où l'on formera la définition fuivante. 

D E F I N I T I O N I. 

. Les Mefures des rapports ^nt des ^antités quel- 
conques en pfogreffion arithmétique, qui corre{pon* 
4ent a une fuite de rapports en progreflion géomé- 
trique ^ de telle forte que ces quantités (ont toujours 
proportioimelles aux puiHÀnces dts rapports qu'asiles 



meiurent. 



X, Ces mefures y comme on voit ^ (ont plus ou: 
moins grandes félon k candeur jde la quantité '^> 
qu'on peut choiHr à volonté» Ci on augmente. du 
double ou du .triple la quaiiti^^ , toutes les medu 
res feront doubles ou triples de ce qu'elles écoienc 
auparavant i d'où il (uit que éi peut £ervir de mo* 
^ule, ou de quatntité fixe qui détermine la grandeur 
de toute la Âiite des mefures : on pourra donc dé- 
finir le module en cette façon. • 

Définition II. 

Le Module eft une quantité fixe ^ confiante > a 
hiqyelle fe rapportent toutes les mefures des rap- 
ports y & qui en détermine la grandeur. 

De l'idée qu'on vient de donner des mefures des 
rapports, oh déduira les conféquences fuivantes. 



16 REDUCTION 

3. I. Soie donnée une progreflîon géométrique dt 
cette forme a- A. B. C. D. E F. &ç. Ci l*on veut que 
la quantité 4 mefure le rappon j y xa (èra la me- 
iure du rapport ^, $é cel|e .de ^, 44 celle de {^ Ôc 
ainA des autres i car puifoue par la nature des pro« 
greffions la raifon de A à C eft doublée de celle de 
A â B , c*eft - a - dire , A*. B*: : A. C, & puifque 

( par l'Art, i. ) x4 eft la mefure de la raifon 7: » il 
mefurera auffi la raifon | » pareillement puifque A*. 
B' : ; A . D , & que 34 mefure la raifon ^r > ^^ ^^' 
furera auffi fon égale y^î de même on trouve que 
44 efl la mefure de j y &c ainfî du refle. 

4. II. De ce qu'on vient de faire voir dans l'ar* 
tide précédent, il efl aife de trouver la mefure du 
rapport eiitre deux termes quelconques de la pro- 
greflîon ^i-deflùs ) «car pour avoir la mefure du rap« 
porc entre le premier & un autre terme quelconque ^i 
il efl clair qu'il n'y ^^u'à prendre la quantité a au- 
tant de fois qu'il y a de termes avant celui du rap. 
port , qui efl le dernier dans la progreffion j ainfi 44 
efl la mefure du rapport 4, parce qu'il y a quatre 
termes devant E On trouvera auffi de la même manière 
la mefure du rapport entre deux autres termes quel- 
conques, en fuppofànt que la progreffion commen- 
ce à celui de ces deux termes qui efl le premier en 
rang : ainfi pour avoir la mefure du rapport ^ , on 
Commencera la progreffion au terme C de cette* fa- 
çon •-- C. D. É. F. &c & puifque ^5= -J* ^ q"*il ^ 
trouve trois termes devant F , 54 efl la mefiire du rap- 

P^"?* 5. m' 
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5, IIL Ceft uae propriété qu'on fçait convenir 
a la progteiHon géométrique ôc à la progreflion arith- 
métique comparées enfemble , que ce qui fe fait par 
la multiplication & la dividon dans la première , Te 
change en l'addition &: la fbuftraâion dans la fécon- 
de : d'où il fuit qu'il e(l aifé d'avoir les mefures des 
rai(bns compofëes > par exemple , pour avoir la me- 
fure de la raifbn compofée ^ x 4 , il ne faut qu'ajoa« 
ter enfemble les mefures , x« , 44 , des raifbns com-> 
pofàntes^ & la fbmme 6a fera U, mefùre cherchée \ 
pareillement la mefùre de ^ x | eft 6a , celle de. 
^ X -j K S efl 7^. Cette propriété nous conduit aufïi 
à une autre méthode très -facile pour trouver la me- 
fùre du rapport de deux termes quelconques d'une 
rogreflîon géométrique , ic des rapports compofes 
e quelque manière que ce foit : fi oft demande la 
mefùre de la raifbn | , on confidérera que cette rai-. 
{on efl le produit de toutes les raifons intermédi^ii- 
les, en y comprenant auf& les termes B de F, c'efl< 
à-dire, .|«=| x 5 x 2 x | •> or* comme toutes ces rai, 
(ôns compoTantes font égales , & par conféqu^nt ont. 
chacune la même mefùre > la fomme des mefures 
de ces raifbns , ou la quantité a prife autant de 
(ois qu'il y a de raifbns compofàntcsj ou. qu'il y *' 
de termes devant F , en commençant la proerefuon 
au terme B, donnera la mefùre demandée, laquelle 
par conféquent eft 44: de même 5* eft la mefùre., 
3e I4 raifon compofée 5 x t, car s««î x | x g, & 
|o<*7 K X /^ la fpmme des xn^res de tout^ c.es. 
raifons cil 54. 

C 



5 
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Par ce même principe on trouvtra là mcuire d'une 
raifon divifce par une autre raifon , en ôtant la me- 
ifure de la dernière de celle de la première -, ainfi la 
mefuw du rapport | divifé par j eft ^<t — i<t«=<t, cel- 
le de f divifé par | eft i<t — 34 «a — 4 , la mefurc 

d'un rapport divifé par le même rapport eft nulle , 
parce qu'en ôtant la mefure d'elle-même > il ne refte 

rien } la mefure de | divifee par | eft x<» — i<ft «= : 
èc Cl un rapport cocnpofë étoit divifé par un autre 
fapport compofé , on en trouveroit la mefure de la 
même manière, 

De cet article on peut évidemment conclure que, 
fi la médire du rapport d'une quantité plus grande 
à une moindre eft fuppbfée pofîtive , celle d'une 
quantité moindre à ime plus grande fera négative , 
éc i^ïïc du rapport des quantités égales eft nulle. . 

tf. IV. Si on (uppo(e que le (ècond terme B de 
h. progreflion -^ A. B. C. D. E. F. &c. eft égal à une 
puiflance quelconque de A défighée par i — f, alors 

cette progredîon fè changera en celle-ci -^ A. A'."" ? 
A'.^ » A'."" • , &c. or puifque ~7~=-=*A?, & 




A~r , &c. il eft clair que les expofàns des 

puiflànces des raifons entre le premier & les termes 
iuivans , compofent une progreffion arithmétique , 
•""? • ^ • "^ • ^ «^c» entièrement femblable à la pro- 
greftion des meftires des mêmes raifbns -^a. xa, $a^ 
44. &c. Ces expofàns {ont donc proportionnels aux 
meiùres > de fe trouvent de la même %on > l'expofant 
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<f une raifbn compofëe dans cette progreffion géomé- 
trique eft égal à la fomme des expofàns de toutes 
les raifons composantes , l'expofant d'une raifbn divir 
(ee par une autre eft l'excès de/expofànt de la première 
fur l'expoSànt de la féconde : ainfi parce qu'on a 

rri5"'='T7^ X - -", X \'~~C y l'expofant ^-7 de 

la raifon ^,_ i* ==• A t eft la (bmme^es expofans des 
trois raifons compofantes *, c*eft-à-dire, àcaiife que 
chacune de ces raifons eft égale à A?, cet expofanc 
eft égal à trois fois 7 : de .forte qu'on peut dire eçi 
général que comme la ibmme des mefures des rair- 
fbns compofantes donne la mefure de la raifbo. 
compofëe , de même la fbmme des expofaqs de ces . 
mêmes* raifons donne l'expoffint de la rai^n conii* 
pofée. 

7. V. Les mêmes chofès étant fuppofees comme 
dans l'article précédent « on voie que y puifque les 
expofàns des puifïànces des raifons font proportion^ 
nels aux mefures , ces expofàns peuvent fervir de 

mefures aux raifons > ainfi la mefure de 



II» 



A"^, feroit."Tr> celle de — — fc^A—'ï, feroit — 5, 

A» 7 • 

& de même pour les autres. Maintenant fi on fuppo- 
fc que ==»— I , la progreffion géométrique aura cet- 
te forme -^ A. A'. A'. A*. &c. ou fi on la continue 
en defcendant , -^ &c. A~'. À^'. A""' A*. A'. A** X'. 
&c. & la fuite des expofàns pourra encore exprimer 
les mefures des rapports entre les termes : tout cela 

fuit clairement de la première définition. Mais on 

Cij 
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fçaic que les Logarithmes ne font autre chbfè que 
cette progreffion arithmétique, &c. — 3. — i. — i. 
o. I. z. 3. &c. qu'ainti on peut fe (èrvir des Loga- 
rithmes pour mefurer ies rapports. Dans les premiers 
articles pour . repréfènter les mefures oii a pris I2 
fuite , a. xA. 34. 44. 6ec. dans laquelle « eft une quan-^ 
tité quelconque , afin de ^re voir que les quantités 
de toi^te e{péce , les lignes , les efpaces , les folides, 
les nombres , &c. peuvent également défigner ces 
mefures , pourvu qu'elles correfpondent arithméti- 
ouement aUx raifôns géométriques ; les Logarithmes 
K)nt donc des mefures numériques àts rapports. Or 
comme les Logarithmes font exaâement exprima 
par les efpaces hyperboliques , & que c'efl i*ufage des 
Logarithmes dans le calcul intégral qui fait une par-^ 
tie principale de notre Théorie , nous allons nire 
voir en particulier de quelle manière on trouve les 
niefùres dts rapports par le moyen de Thyperbole» 
ce qui fervira aufli beaucoup pour édaircir l'idée 
que nous avons déjà donnée de ces mefures. 

P/R O B L É M E L 

S. TROVyER les mefures ies r Apports par le 
'moyen de Thyperbole. 

Pour trouver la mefiire d'un rapport donné , on 
tirera une ligne indçfinie AO , (Fig. i,) fur laquelle 
on prendra deux parties A C , A P , qui ayent en- 
tr'elles le même rapport que le donne j enfuite du 
point A on élèvera fnr A O la perpendiculaire A G , 
& prenant AG, AO, p'our aîymptotes on décrira 
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une hyperbcle cquilatére quelconque D^ c , & ayant 
mené les ordonnées P/», Ce, on divilera la ligne 
PC en un nombre infini de parties PQ, QR, RS, 
&c. de telle forte qu'on ait la progreflion géométri- 
que ~ ÀP. AQ. AR. AS...*... ACi &de tous le» 
points Q. R. S. &c. on mènera auffi les ordonnées 
Q^, Kr y Ssy &c. cda pofé; tous les petifs efpaces 
hyperboliques P^, Qf, RJj'&c. font égaux entr'euxj 
car fi on ôf e les termes de la progrduon -f^ A P ,' 
A Q. A R. AS. &c, les uns des autres , on aura les 
proportions fuivantes.P Q. AP : : QR. AQ: : R S. A R: ; 
&c. donc.7§=»5^==xl'^&c. & en fuppofant que le 
produit A b marque la ^uifEmce de l'iiyperbole , oft 

auraP/»=P^x PQ«47^> de même Qrsa'iil^, 
» ^ K\^^'-^4è^y &c. d'où il eft évident que tous ces tC 
paces font égaux, ajoutant les uns aux autres oti 
tbtrsitt^ la progreffion arithmétique '■^Vq. Vr.Vs..» 
... Pc, qui correfpond à la progreffion géométrique 

•-i- AP. AQ. A*R» AS AC, donc cette fuite 

d'efpaces peut exprimer (par ÎAft. 3. j les mefures des 
rapports entre les termes de cette progreffion géo- 
métrique yVq ièra la mefure du rapport î?*, P r celle 
du rapport î? , P ^ celle de Jl > & enfin tout l'efpacé 
VpcC fera la mefùre du rapport Jf : ou encore puis- 
que Vq mefure le rapport J?-, Qr le^rapport ï|, Rx 
le rapport î|, ôcc.' &.que îl = ^x ^'<fK '^ &c. la 
mefure de ^ cft égale {par tan. 5.) àlafbmmedes 
mefures de toutes ces raifons > c*eft-à-dire >. égale â 
l'efpace VpcC, C. Q. F. T. 
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Corollaire L 

5>. .On voit <k>nc que l'efpace hyperbolique qui 
lépond à la différence des termes d'une raifon quel- 
conque y çd toujours la mefure de cette raiibn. Qu'on 
mené une ordonnée BD, & Tefpace Bp mefurera 
la raifon gj , l'efpace Br me(iirera la raifon J| > la 
mefure de la raiîbn d^une quantité à elle-même 5 
^ar exempJê, Jg, eft o. 

Corollaire IL 

10. Il fuit de ce qui eft démontré dans le Pro- 
l>lême précédent , que fi 09 prend fur l'afymptote 
des parties AB, AP, AC, &c. en progreffibn géo- 
métrique, les efpaces B^, Bc, 5:c. formeront une 
progreffion arithmétique» donc on pourroit ici rap- 
peller tous les raifbnnemens qu'on a fait dans les 
articles ci - defliis , pour cxpo(èr les propriétés & les 
conféquences qui uiivent de l'analogie qui (e trou- 
ve entre* ces deux progreflions y on va appliquer ici 
à l'hyperbole en peu de mots quelques-uns de ces 
raifbnnemens, pour rendre plus clair ce qu'on aura 
à 'dire fur ce fujet dans la fuite. La mefure d'une 
raifon compofée éfl égale a la fomme des mefures 
de toutes les iraifons compofàntes' > la* mefure de 
îl=-o X îl efl Bp-^Vc=^Bc , celle* de^K x J-f efl 
B/> + Bc, celle de §; eft tBp, celle de ^ eft«^B/>. 

Pareillement la mefure d'une raifon divifee par une 
autre raifon eft égale à la différence des mefures de 
ces raifons > ainn la mefiire de la raifon ^ divifee 
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par Jl eft Bc*— B^=Pc, &: s'il y avoit un produit 
*<ie plufieurs raifbns divifë par le produit de plù- 
fieurs autrM , la meftire de la Ôa^on entière fe- 
roit égale a la différence entre la {bmme des m©- 
fures de toutes les raifons qui compofent le Numé- 
rateur, & la fomme de toutes les raifons dans le 
Dénominateur i ainfi la mefure du rapport d'une 
Quantité plus grande à une moindre étant pofitive, 
celle du rapport d*une quantité moindre à une plus 
érande eft nçgative, car ~ eft égal i Jf divifë par 

«î , donc la mefure de Jl eft Pc— zPc e= — Pr. Ré- 
ciproquement oh peut dire que la (bmnle de plu- 
Heurs eipàces hyperboliques eft la mefure de la rai- 
ion cŒnpofee de toutes les raifons mefurées par 
ces efpaçes , ainfi B/» •*- B c mefiire la raifon ^ >< il i 
& û de la (bmme de plufieurs efpaces on ôte là 
fomme die plufieurs autres» la différence fera k'me- 
fiire de la faîfi>n cbmpofée de toutes les raifbns 
mefiirées par les premiers eipaçés , divîfëcs par les 
raifbns que les autres efpaces mefùrent, ' 

C O R O L X jC I K £ lit 

1 1 . O N voit facilement que ces efpacés hypèrl>o< 
liques , qui mefirrent les^ rapports , ont «ht gracn» 
deur arbitraire : car entré les afymptotcs AB, A'Gi 
(fig. i. ) foient décrites deux hypçrbotes éqmlatéres 
Dpc , hvky àc qu'on mené les ordonnées BD^, P/w> 
cela po£e,on pourra fé fervii: de l'èfpice BDpV^ 
ou BpwP , pour mefùrer le riipport Ji, & en^géi 
Aérai > fi on décrivoit entxe les mçmes afymptbtes 
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AB, AG, une infinité d'hyperboles cquiktéres> elles 
pQurroiem toutes également fervir pour inedirer les 
rapports , puifque les mêmes propriétés leur convien- 
nent à toutes , ôc qu'on pourroit leur appliquer i 
chacune tous les raifonnemens précédens. Mais il 
faut obferver que ces mefures {ùivroient la propor- 
tion des puiflànces des hyperboles qu'on employé* 
roit : car il eft démontré dans les Traités des iec* 
tions coniques, qu'en tirant deux ordonnées queU 
conques Bu^ , P^*^» qui rencontrent .deux hyper- 
boles décrites entre les* mêmes afymptotes aux points 
D,.^, /,.*, ôc menant DG, hH, parallèles à l'a- 
fymptote AB,*les efpaces BD^P , Bi»irP, font en- 
tr*eux comme les parallélogrammes AD, Ah, c'eft. 
^-dire , comme les puiilànces de ces deux hyper- 
boles i la dcmonftratioh eft la inême ^our toutes 
les hyperboles qu'on Voudroic y Tiipporer : afin donc 
de déterminer la griandéur des meilires félon les 
difFéirens cas , on doit ( par l'article z. ) fe fervir de U 
pùiflânce de rhyperbole çomiiie module. 

Corollaire IV. 

. .11,. Tout ce qu'on a dit dans; le Problème & 
Içs CôrolJfiires prjécédeus touchant,. les. efpaces hy- 
j>C5Fbbliques j doit s'entendrC; des Logarithmes, puiC 
gu'il^ ne font autre chofè que ces efpaces réduits 
en. jjombres,i ajnn par^tout où il y a mefurt de r4/- 
^«jf ,^*on peuxffubftitpcr LogArifhme, de. rApfcrrt y &^ 
nqus^nousfervirons ordinairement dans h. j(uit€ de 
cette façon' de parler. Soit donc {fig*tfj AB»*i ^ 

AP 
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AP=i, AC'sss, &c. & l'efpace Bp fera le Loga- 
rithme du rapport xl '^ f , l'efpace B e le Logarith- 
me de ji = I , le rappçrt ^ divifé par -^ donne 
B = i * aind ôtant le Logarithme de \ du Logarith- 
me de I , on aura le Logarithme de |. Mais parce 
^ue ceux, qui ont conflruit lesttables des Logarith- 
n^s, ont voulu prendre l'ordonnée BD pour le ter- 
me, qui réparât les Logarithmes pofitifs des néga.- 
tifs , ôc ainfi avoir o pour le Logarithme de l'uni- 
té ; dans ce cas au lieu de dire , les Logarithmes 
des rapports 7,4* ^»&c. on peut dire fimplement, 
les Logarithmes des nombres , 3., 3 > 4 > &c. 

Il eft clair auflî , par ce qui a été démontré dans 
le Corollaire précédent , qu'on peut avoir un nom- 
bre infini de différentes etpéces de Logarithmes fé- 
lon la grandeur des puiilànces des hyperboles dont 
on fe tert pour leur conftruâion , & que par con- 
fequent fî on nomme L le Logarithme d'un nom- 
bre quelconque dans une efpéce , M le module ou 
la. puiilànce cle l'hyperbole à laquelle Ce rapporte cette 
efpéce t & ff» & / le module ôc le Logarithme dit, 
même nombre dans une autre efpéce , on aura L. 
M:', l, m i Neper en composant les tables des Loga- 
rithmes , fuppofa M= I , & de -là par le calcul trouva 
que le Logarithme du nombre 10 étoit 1 , 3015850^' 
&c. mais B R i g g s , pour avoir des Logarithmes plus 
commodes dans la pratique, choiHt l'unité pour le 
Logarithme de 10 , & par le moyen de la pro- 
portion L ( i , 301 5 8505) ôcc. ). M ( I ) : : / ( i ) . 
ws:Q 9 4341^448 &c. il trouva o , 4341^448 âcc» 
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pour (on module. Cette même proportion fàk voir 
auflî que les Logarithmes d'une efpéce font tou- 
jours en même raifon que les Logarithmes cor- 
refpondans d'une autre elpéce. 

P R 0*B L É M E IL 

X}. TKOVVEK les différentielles logaritbmiqAs 
des quantités variables. 

Soit AB, A y {fig. X, ) BD, ^ ,• la variable AP, xj 
& foit tirée la ligne Q^ infiniment proche de P^ , 

& on aura PQ=s</x', & l'efpace P^^Q«= -^^ qui 

cft la différentielle de l'efpace BD^P Logarithme 
du rapport JJ : fî on vouloir que BP fut la varia- 
ble X , alors la différentielle logarithmique du rap- 

port xl auroit cette forme ]Jrp| , lorfque AP eft plus 

grand que AB , & cette autre "^L.» lorfque AP cft 
moindre : mais comme cette différentielle , de même 
que le Logarithme (on intégrale , augmente ou diminue 
(par l'art. 1 1. ) en même raifon que fon module a h, en. 
nommant généralement M ce module , la différentielle 

logarithmique du rapportai fera M x-j, ouM x j * 



ou Mx=^.CQ. F.T. 

Corollaire L 

14* Si on réduit la difFérentielle — ^ en ferie 



par la divifîon , on trouve --- 



Jx X d 



X 



«4-;r s i^ 
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_~-i — -«4. &C, & pareillement j^n^ ^'T'*' 



*' d 



&c. donc Tintégrale de M x 



dx /. . . *" ** *' *♦ 



cft M X t^JL^^^JL^ &c. & celle 

M la^ \éi^ 44^ 



» jr* .r* 



deMx=^eftM^-l-^-^-.-^ &c 

ces deux intégrales donnent le Logarithme de 
^, ou de AP u on fuppofe AB=s i. 

On doit remarquer ici que , quoique dans ces 
calculs le module M puifle avoir diiférentes valeurs 
à l'infini, cependant il eft toujours le Logarithme 
d'une raifon qui ne varie point» car puiique l'eC- 
pace Bp eft à rcfpace B v comme le parallélogram- 
me AD èft au parallélogramme Ab , il s'enfuit que 
fî on fuppofe B^ = AD , on aura aulfî B*=A^, 
& la même égalité fubfifte à l'égard de toutes les 
hyperboles qu'on puifTe imaginer décrites entre les 
afymptotes A B , A G i donc le module M fera égal 
au Logarithme de la raifon conftante S ; pour trour 
ver cette raifon on fîippofera A B » i , & on nom- 
mera la variable A P , x i ôc l'efpace Bp, z'i on aura 

donc h.'x -^iBsdiz.» on fuppofera aulfi xsai -+- A^ 

-»- B ^* -♦- C ^^ -*- D ^* -*- &c. les coefHciens A , B , C , 
D &c. font indéterminés i on a donc lAdx*=»xdx. 

«i^-HA^</^+B^'^^-^C^'^!^-HD^*<i^-»-&Cr 

par conféquent en prenant les intégrales M x =« 5^ 

-V. -H ^ 1 -4- 1- &c. -H Q, ( Q eft 

la quantité qu'il faut ajouter pour rendre l'intégra* 

Dij 
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le complettei ) de plus on a aufli M jr = M + AM^ 
•*- BM^' -»- CM^» -*- DM^* •♦• &c i en comparant 
enfemble les termes correfpondans de ces deux {ïii- 
tes égales , on trouve Q=s=M;AM=i,A«=« 



M 



i BM 



B 



W X } X 4 X M 



; , ôcc. d'où l'on tire x 



a X j X M»* 



D 



xx}xM' xx3X4xM'^ 

Tant 3L«sss M , on aura AP ou jr 



&c. & en fôppo'- 



I 
I 



t 



a X } z x } X4 "*• *^<=- ^ ^> 7i8i8iy&c. donc 1^ 
module M eft le Logarithme de k raifon invariable 

2.7i8>8i8&c * ^^"^ "^^^«^ «ft W^l^ée par M. Cotes 
U rdjôn modulaire^ 

. COROLLAIHE IL 

ly. En fàifànt attention à ce qu'on a démontré 
dans le Problème v fçavoir , que la diiFérentielle lo^ 

garithmique de j eft M x ~ , celle de ^-^^ eft M >^ 
-4^ , celle de 1=-* " '' -''' 



eft M 



> on voit quç. ces 



difFérentielles ne font autre* chofe que , U différence 
de U quantité fropofée divijee par la quantité même 
^ multipliée par U module s ce qui nous donne une 
méthode très - ^çile pour trouver*la différentielle 
logarithmique d'une quantité quelconque. Par exem- 
ple , pour avoir la différentielle logarithmique de 

■ ^ ■ ^ > on prendra fa différence '^^''"" 1^ qu'oà 
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clivifêra par * — ^ & qù*ôn' multipliera par M , ce 

qui donne M x ■ ^ ■ _ ^ pour la différentielle cher- 
chée > ainfî en ûppoÊint que L marque le Logarith- 
me de ' — —, on a dL^^Mx \_/ ir> pareille- 

i fl 

ment la différentielle logarithmique de "^_^ , eft M x 

^ i on pourroit auili trouver cette dernière 






Hifférentiefl» très -^cifement par l'art. 10 , ou nous 
avons démontré que le Logarithme d'une raifbn di- 
vifée par une autre raifon efl égal au Logarithme 
]de Lt première moins te Logarichine de k îeconde, 

donc puifque la raifon ^^ , eu égale a k raifbn 
: divifee par la raifon , on prendra la dif- 



férentielle logarithmique de ^JL _ t — £ ^ «ui gfj 

M X ''-^:r-Tr -♦- M X --.—-— ^ dont la fbmme ef|: 

M X — --~-rir > comme on -z trouvé auparavant ; 
& en général la différentielle logarithmique de 



K."" n -^ t lirX4** — »</c 



eft M X ■ ■ ^ j_ ^, y ce qui efl conforme à 
Vart. 10. où. on a démontré que le Logarithme de 



^ Ôc par eonféquent aufll fa diiflfôrentielle lo- 

garithmique eft au Logarithme ôc à k difïerentielTe 
.lo^ithmique de ^^ , comme a. à i* Il eft à pror 

D» • •• 
iiji 
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pos de (t (ervir de l'art. lo. pour trouver les <lifi^« 
rentielles logarithmiques des quantités composées » 
Je calcul en devient plus fimpfe & plus ûcile : ainfi 
Coit L le logarithme du produit x>^y^z.^u &c. & 
uc l.x,l,y ,L^,l.u 6cc fignifient le logarithme 
e chaque quantité refpe^ve de ce produit , £c on 
aura L=/,Af-4-/.^-i-/i^-t-/.»-t- &C. Donc par 

ce Corollaire iL =* Mx — -hMx^-4-Mx^-4- 
M X — -h &c } auffi par le même article, & ce corol- 



3 



^m ^ ^ y «f 

iaire u L marque le logarithme de — l- — > &c. on 
auraiL = Mx~-HMxi^-»-Mx — &c. — M-X 

X y :c 

~i_Mx — — Mx-Î^ &c. pareillement la difFéren- 



x" 



tielle logarithmique de — === — == — — ^^ 

Mx--Mx-^^ Mx-^^ Mx-^-&c 

Ces exemples donnent occasion de faire une remar- 
que digne de notre attention , qui efl, que pur cette 
manière d'opérer on réduit les fra(5tions compofées 
en plufieurs fradions (Impies , ce qui peut être 
ll'uiàge eo . plufîeurs cas , comme on verra ci-après. 

Corollaire III. 

i6. On doit conclure de ces calculs que la di^- 
rentielle logarithmique d'une quantité variable eH; la 
même , (bit que cette quantité foit multipliée par 
quelque grandeur confiante ou non: par le corol* 
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laîre précédent la différentielle logarithmique de x 
eft M X — , celle de — eft M X — , celle de bx eft 

Mx 

aulfi M X — * La raifbn de ceci paroîtra claire en 

décrivant entre les asymptote* AB , AG > ( fig. 5. ) 
une hyperbole cquilatére ï>pc , & prenant fur l'afym- 
ptote AB , la ligne AB =» 1 , AE =*= é' , AP =: x^àc 
AC telle que AB . AE :: AP . AC , & menant de 
tous ces points des ordonnées BD , EF , P^ , C f > 
car on aura AC = bx y l'efpace hyperbolique BF 
égal a helpace Pr , & fi on mène les ordonnées ^^, /fi 
gk^y infiniment proches de Vp ,Cc y en fuppofànt 
que BO eft le terme où conunencent les logarith^ 
mes , la: différentielle logarithmique de x eft P^ àiÙ 
férence de l'efpace Bp\ & celle de ^>f eft C^ <îi^ 
rence de l'efpace Be * mais puifque Vc = BV ,Ve 
demeure toujours confiant: donc on aura P^ = C4> 
qui eft ce qu'il fiilloit prouver. La même chofè fuit 
évidemment dé l'art. 10. par lequel on a cette équar 
tion log. bx = log. b 4- log x , donc, les différen- 
ces des deux membres font égales , mais la différent 
ce du log. ^ eft , puifque c'eft une quantité con- 
ftante , donc ta différence du log. bx ca égale à cellç 
du log. X, Ce qu'on vient, de dire fuppofe que les 
logarithmes de ;ir Ôc de ^x font pris dans la même 
efpéce > car s'ils font de diâereates efpéces > o^n doit 

mettre M X ^ pour la différentielle logarithmique 
de bx^ 
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Corollaire IV. 
17. Les difTérencielles logarithmiques M X --» 

A À 

M X — —- , M X "*" peuvent aulfi nous fervir de 



X 



formules pour découvrir les intégrales de toutes les 
différentielles de cette nature » car puifque ( par l'art» 
15.) elles font divifees par les quantités dont elles 
(ont les différentielles logarithmiques , il s'enfuit que 
r intégrale d'une de ces différentielles eft le logarithme de 

* la quantité qui la divifi : ainfî l'intégrale de M X 

cft log. X , ou log. - (par l*aft. «>.) (i cette intégrale 

doit s'évanouir lorfque x = * , ou en général log. h^ 

par le corollaire précédent^ on déterminera la quan- 
tité confiante h en rendant l'intégrale complette > 
fi par exemple cette intégrale devient nulle lorfqué 
X = 1 , on aura log. é» = o , donc ^ = i , puifque 
l'unité a zéro pour Ton logarithme ( par l'art. 5>. ) & 
géiiéralement lî cette intégrale s'évanouit , lorfqué 
X = Q, on aura log. ^Q =o,ou^Q = i,&^=i 

^: pareillement l'intégrale de Mx _J eft log. 4 
ou log. , ou log. h X a^x > l'intégrale de M X 



m^dx 

â ■ * ■ 






eft log. 4 — • X , ou log. * — -y ou log, bx7 



.n 



Maintenant 'pour avoir les modules qui détermi^ 
nent l'efpéce de ces logarithmes , on décompofer^ 
les différentielles en cette manière > on multipliera la 

différentielle 
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différentielle donnée par U quêntité dwt le logarithme 
efi [ intégrale , ^ on la din/ifira par la différence, de 
cette quantité y (^ le quotient fera le module cherché i 

xxt qu'on multiplie M x -^ par x on bx ,^ qu'on 

le divife par dx ou bdx \ le quotient donne le md* 
dule M î ainfî Ci on demande Tintégrale de la diffë- 

rentielle ^^^-zZTHf ^^^^ ^^^ module , par la première 

régie cette intégrale eft le logarithme de- — ^, en 
(uppofànt qu'elle eft nulle lorfque ^* = o j & par la 
féconde régie multipliant la propofëe par - flc 

, divifànt par —, , oft trouve le quotient ~ égal 

au module , donc l'intégrale de - — -~ eft le logari* 
tnme de — ^ — - au module jr , qu'on marquera de 
cette feçon -j^ (^ — T^ )• P^^^^^^'^o'iyer l'intégrak de 
y—^, on multipliera le numérateur & le déno*. 
jninateur par ç "~ • , ce qui donnera ^" " - "Z r. ^^ 

*"" ^ ^ , par ce moyen cette différentielle fè trouve 

;Téduite à la même forme que la précédente » ù. ç% 
n'eft que l'expofant t» eft ici négatif. Djonc on trou- 
vera de la mcmç manière quç l'intégrale , qu'on fup- 

pofe être nulle lorfque xr" » = o, ou ^•«s* « , eft — ~ 



K « 
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nous donne aufïi l'intégrale de la diÉlercntieflc 



i carir -/z" = vT-»- V/iç* X v7- V/^" , & 



prenant la différentielle logarithmique de -i — -= 
& la multipliant par une quantité indéterminée A , on 

trouve A x ^-^-= — -7=?% — r*- a x — -p, — -;==:—,> 



^e + ^R - ^->7^ 



& la fonuhe A X — /. . — ^ des deux difterentiel- 
les doit ctre (iippofèe égale i la propofée —^r_n >* 

ce, qui donne A = -7=^ : donc -„ , = ■~7=:X 

-=• — =- H — -r= X "= = > or 1 mtcerale de —r- 



X ~ == par ce corollaire eft égale au logarithme 

dé -li-i^ au module -5=:« ~*7 ,^ l'intégrale de 

» ■ 
-r= X -rr = eft égale au logarithme négatif de 

— - — J^ au même module , donc l'intégrale totale 
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«-LVt (^±^) (par l'art, .o.) : 

> 

Corollaire V. 

18. Il fiiit de ce qù*on vient de dire , qu'on trou- 
vera Êicilement ces fortes d'intégrales par les loga-- 
rithmes de Neper , de Briggs , ou de quelque autre 
espèce que ce fbit. Soit m le module des tables des 
logarithmes dont on Ce fert , L le logarithme véri- 
table qui donne l'intégrale cheichée, / ce logarithme 
tel qu'on le trouve dans les tables , & M le mo- 
dule de l'intégrale , & l'article i x nous donne m . / 

: : M . L = = M/r , en (uppo/ànt — = r : fi on 

Ce fert des tables de Briggs , qui font les plus com- 
munes , oh a I» =3 o^ 4*34xp44Sip Ôcc. & r =*f j 

30158 5092.PP &c. & fi on demande l'intégrale de 

» 

— ' — --5: qui eft ( par le coroL précédent) -7(---— ) 

D repréfentant ici une qui^ntité donnée , / marquera le 
logarithme de — pris dans les tables de Briggs, 

& on aura M = -% j en^ mettant donc ces valeurs 

V 

dans la forlnule ■— ou M/f , on aura l'intégrale de-*. 

• Eij 
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nundéc : fi c'étoit l'intégrale de — — --5 qui eft) 

*— A. 

2.V' ^ zLll^^ \ , qu'on dematidoit ; alors on a^ 

M = ~^î, & / le logaiithme de îl±2^* , & la for- 

ipule par le moyen de ces Valeurs donne l'intégrale 
demandée > il ûut faire la même chofè pour les au>, 
très exemples. 

.Remarque I. 

* 19. Si on veut connoître le point B dans rafympto^. 

ce (jSg. x.)&l*ordoxmée£D, d'où commencent les efpa-: 

ces hyperboliques où logarithmes , qui expriment la, 

trieur des intégrales dont a parlé dans les articles, 

' précédens,par exemple, le terme de l'intégrale de la 

difFérehtiellc 7 , il faudra fuppofer AB =i>BD 

== ^ , BP = ^", ce qui donnera PQ= »»^''— » dz, & 

l'clpace P/f Q == ' • " ■ 1. < ^ > ^ comparaison de cet- 






te diflFérentielie avec la propofiee - — tï — ^ . 
donnera i^^ = L #^=. i. , & 4 = î , d'où l'on 

tire auffî ^ == -i- : par conféquent le rapport , donc 
le logarithme donne l'intégrale de la propofée > efl 



K* 
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m 

' 10. Tout ce que nous avons démontre touchant 
les efjpaces. hyperboliques ou Logarithmes , peut être 
appliqué à la courbe , qu*on appelle > Logarithmique s 
car on fçait que les propriétés qui conviennent aux 
efpaces hyperboliques , conviennent également aux 
abrcifTes dé l'àfymptote de ia logarithmique «que 
les ordonnées à cette courbe priTes en progremon 
géométrique , coupent les abfciflès de telle forte 
qth'elles forment une progreffion arithmétique , 6c 
qu'aind ces abfciâes font les logarithmes ou mefùres 
des rapports entre les ordonnées ^ que ces abfci/Tes 
dans di^Férexites . courbes logarithmiques fuivent la 
proportion des fou tangentes de ces courbes ', or la 
loûtangente^ dans chaque logarithmique eft une 
quantité cotiftante ; donc elle doit - être cenfëe le 
jyfodule qui détermine la grandeur de ces medires. 

Remarque IIL 

• II. Ce que nous avons dit jufqu'ici , fulHt pour 
iàire voir clairement , comment los efpaces compris ' 
«litre l'hyperbole àc Ces afymptotes , peuvent être 
employés pour meiùret les rapports entre ]as ahCciC- 
Tes priiès mr les afymptotes j ou entre les ordoimées 
qui bornent ces efpaces , puifque ces ordonnées font 
en raifon réciproque des abdiflès : De-là il s'enfuit 
qu'il ne doit refier prefqu'aucune difficulté touchant 
les intégrales , qui f!e rapportent aux fèdeùrs hyper*. 
<bohqnes , ou aux efpaces coçnpris entre l'hyperbole 

• T^ • • • 

E 11 j 
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& Ces axes , parce que ces e{paces ne font autre cho-' 
fe que la fomme ou la différence d'un triangle redi- 
ligne & d'un feâeur , & le feâeur eft égal , comme 
l'on fçait , à l'efpace hyperbolique compris entre 
deux ordonnées menées des deux extrémités du 
feâeur (ùr l'afymptote. Mais parce qu'd fe trouve 
beaucoup d'intégrales , qui fè rapportent immédia- 
tement a ces {èâeufs & efpaces , & que les {èâeurs 
hyperboliques ont une grande analogie avsc les 
feâeurs du cercle , & par conféquent avec. les arcs 
de cercle > on va expoier les diffërens rapports dont 
ils font les medires , fie la manière de les réduire 
aux logarithmes, ce qui apportera de l'éclairci0è-* 
ment à ce qu'on dira dans u fuite touchant les me-* 
fures des angles. 

PROBLEME IIL 

xx.TKOVyEK les rapports dont les Jè^eur^ fyn 
perboliques fint les mefures ou logarithmes. 

Du centre O (fig.4.) fit à&% demi -axes OA , AB, 
qu'on décrive une nyperbole équilatére AP, du cen- 
tre O à un point quelconque P de l'hyperbole , qu'on 
tire Jia droite OP qui coupe AB en D , fie du point 
P l'ordonnée P K a l'axe OA , qui étant prolongée 
rencontre l*afymptote OB en I » fie des points A Ôc 
P qu'on tjre fur l'afymptote les perpendiculaires 
AH , PQ i cela pofés le fet^eur OAP eft égal à 

l'efpace HAPQ mefurc du rapport 22^ ou p^Cpar 
l'art. 8.) mais les triangles femblables ABH, PIQ, 
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donnent AH .PQ:: AB.IP, fie par la. nature de 

l'hyperbole KH- KP X IP = ÂB*, d'où l'on tire 



KP -H Kl . AB r: AB *IP, & par là nature des pro^ 
greffions géoniétriques Kl ^ KP . AB:: v'K I -+• KP • 
VÎT > donc AH . PQ :;VKfï^ ♦ VÏ9 i-xle plus»! 
câufè des triangles" femblables OAD , ÔKP / Se 
OAB , OKI, on trouve ÀB ..AD : : Kl . KP, 
d'où l'on tire AB -H AD . À^ rt ¥Ll -+- KP , K^ 
& AB — AD . AB :; JP ..Kl > de cçs. deuxpropor*. 
tions donnent cette autre AB-4-ÀD,A6 — AD:: 
Kl -H KP . IP •> donc on aura v^AB -*- AD • v'AB — AD 



:: AH . PQ : d'où l'on voie que Ci on nomme OA 
tni AB,<«i.AD,xîOK, jf > OQ,w jQH-,.)C , o» 

>aura l'éealité des raiibns fuivantes , - = J? 



(xr— ** 



^ jMhj^^^ ^ ^£TV^^ « ^t^^ dont k 

médire commune -eft le fedeur OAP , ou ce qui 
eft k même chôfe , le fedeur O AP -eft lè logari- 
thme de chacune de ces raifons au module^ valeur 

t 

du triangle OAB qui eft égal à la puiuance de l'hy- 
perbole. Cvi^F. r. . . >. i 

C O R. O L L A I. R E I. 

i.y Menant la droite O^ infiniment proche de 
OP , qui coupe AD en ^ , & tirant fur Op la per- 
pendiculaire D I» , on armera deux triangles fempla- 
Wes OAD, Df»^ , qui donneront j Oui'Ga^i^}. 



^ 
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OA (a) :î Dq (</x).Dw= j ■ , &. 

== — =: DOf : mais DO^ eft z VOp différence 

xlu feâeur OAP , comme OÔ* eft à UP' , ou comme 
Wèl z 0K' i mais puifque ÔA' . ÔE' : : ÂD' . KP% 
& que pai la nature de l'hyperbole KP* = OK* — 
CTÂ' , on aura OÂ* . ÂD' :: OR' , OK' — ÔÂ* , ce 
^ui' donne Ôï* — ÂD* . ©A* : : ^5Â' . OK' i donc 

DO^.PO^ :: 5X* — AD*. ÔÂ% ou ~ .Pqp:: 

44 — • xÂr . «4 , fie PO^ = -= — , , qui eft la. 

• X X «4 ^ *4f * 

différence du fèâeur OAP qu'on trouve en (è (èr- 
vanc de la tansente AD , U donc l'intégrale ( par 



l'art, précédent ) eft le Logarithme de v^—^ au mo» 



duie ~, c'eft-i^dire - (v^E^) = 11 (1±1^) , car 

par l'art, xo. les Logarithmes fbnc proportionneli 
aux pàiilànces des quantités donc ils iônc les Lpga« 
dthmes « & il revient au même de multiplier le 
Logarithme -ou fbn module par une quantité quel- 

Il X 

conque , ainfi au lieu de M ( ==—) on peut meti. 
tre ^M ( 7;— } * ^ réciproquement. 

* ■ 

Ce qu'on vient d'expofer fait découvrir l*intc- 

r^ ^ L I j 

gralé de la. différentielle générale ^^ ^ ou 
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4'V 



Dé-^^dx. 



) car en comparant cène dilFérentieU 



lU 



/ .■ 
le â celle-ci — "i ' , on voit que pour. les 

rendre femblables , on n'a qu'à fuppofer * ==v^i. 



•'»/''. Dî?"^'^^ 



^* , ce qui donne 77 7 X — — 



M^ÀX 



MM 



■ " ■ 



/-" 



XXjW-^XXt 



"De 
dont rintégrale eft — ; 



^(^^^ 









> or la dilFéren^ 



• 



ne^/e 



tieUe fl^ X 25LJ^ aivifëe par iîl^ donne la 

• ' ■ ■ 

propoiee , , & par confëquent Ion intc-» 



*D ,7 ffv^-H^n „. D.,7 fv^-*- ^'-^ 



grale eft ~v/^ ^4 



"r 



n 



ou — V'7 

tic f 



f 



Vj 



^^mmam 



ou enfin — ^V 



D./7 /v^ 



l/- 



^T 



/ V Ç^-Jw^. ) ' '1''' ^^ ^* même qu^a 



a trouve art, 17, 



C»o RO|.|;.Aiii£ II. 



14. Si dans la différentielle 



}dx 



tX44 



jrx- 



il arrive 
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que X (bit plus grand que a. , alors le rapport v^-^'ï 

devient impoâible , &: par conséquent aufll Ton lo- 
garithme qui doime la valeur de l'intégrale , & lé 

cas demeure le même en fe fervant du rapport i^-^ 

.délivré du %ne radical , parce que ce rapport étant 
une quantité négative , Ion logarithme e(l encore 
impoflible : dans ce cas il ,^t du centre O élever 
la ligne 0£ parallèle te égale à AB , & mener pa^ 
rallélement à OA la ligne EF qui rencontre AP 
Ip prolongée en F > cela uit , la 'droite £ F fera égale 
2k X y car â cau(e des triangles femblabies OAD^ 
OEF , on aura OA -H AD . OA — AD :r EF -H 

OE . EU ^ OE , donc > A^a-+-ad ^ 'ee-^-oe 




OA — AD EF — 0£ . 

J^^±2h = .S±? y or le rapport v^ËÏ^^Àeftréel, 

EF — OA * — * , ^^ EF— OA 

& aufïî fon logarithme qui donnera par confëquent 
l'intégrale démandée : il cft iriême évident à caufe 

de la proportion AD , AB :: OE (AB) . EF, que 
lorfque AD eft moindre ou plus grande: que AB, 
AB eft auffi moindre on plus grande que EF, & 

qu*ainfî lorfque Tun des deux rapports vi^Altl— , 

- . • • OA — AD 

^EFH-OA ^ g^- impofiSble v Vautre eft néceflairement 

EF^— OA 

réel L'une des valeurs de x étant connue > il cft 
facile de trouver l'autre > puifque AB ou a. eft 
moyen proportionnel entre ces deux valeurs. De 
plus on doit remarquer que , puifqu'on a toujours 
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■ ^A-KAD ^_. - EF ■+- OA Qjj pçm feYervir de celui 

OA — AD EF — OA * 

de ces deux rapports qui eft impoffible fans fàirç 
aucune cédu(^on »,car il eft évident qu'en prenant 
fon logarithme comme s'il etoit réel, on aura ce- 
lui qu'on cherche. Ce qu'on vient de dire dans ce 
corollaire doit aufC être applique de la même ma^ 

niére à la différentielle généralç 



7^ 



N 



COIlOLlAllL£ III. 

zy Qu'on tire une droite OA (fig. 5.) égale ati 
(èmi-axe ÔA de f hyperbole , & du centre O & du 
rayon OA qu'on décrive une demi circonférence de 

cercle ALB , enfuite prenant OC égale à k ungen- 
te AD j on tnenera l'ordonnée CL & le rayon OL , 
& on aura AC * CL :: CL . CB , ou plutôt , puiC 
que ÀG = LO — OC , & CB = LO -4- OC , 
LO — OC . CL :: CL . LO -h OC, & par la na- 
ture des progrelHons géométriques LO — OC. CL 

:: CL . LO -+: OC : : v'LO — OC . v'LO-hOC , ce 

. j ÎLO-i-oÔ * /AO -4- AD LO -4- OC . 

oui donne v2£xllll^ ou y ^^ " = • ^ == 

" ^ LO — oc ÀO — AD CL 

- y d'où il fuit qu*en nommant OA ou LO, 
Ri OC ou Aï? , T i ÇL,S «= Vrr-^tt , le/edeur 
OAP ( par l'arc zj- ) ^era égal à ^ (^.);Ou ^ 

Q .' .•--.■> 

(r^Zr)' ^^ valeurs font réelles, comme nous avons 

F ij 
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vu , lorfque R^ft plus grand que T : mais lorfque. 
R eft moindre que T , & qu'on veut fe fervir d'un 
rapport réel , il faut outre la con(lrudion précéden- 
te tirer la tangente L T qui rencontre le diamètre 
*" T (y%' <?•)>& a caufe des triangles femblables OCL, 
LOT , on aura CO . LO :: LO . OT, ce qui don- 

tM>r\T 'rc/z* ^ v» LOH-OC LO-4-OT 

neOT = EF0%.4.@^^.)ôc— ^^^ — == ^ , 



^ LO QC ~ OT LO * ^^^*^ ^'^ nommant OA, 

R i OT , t i LT , S = Vrriro: , le fedeur OAP 
fera égal ll^(-±l ) , ou ^-^(^j^,) qui font 

des valeurs réelles. On aura fouvent befom dans la 
folution des Problèmes des réduirions des rapports 

dont on vient de parter." Suppofant donc R = VL, 

J 

T = ^» , ou T = ^ j félon que.^t eft moindre ou 
plus grand que v'' S = v^^ZZf , ou S = vHî=L^ 

on peut exprimer l'intégrale de E5ll!llf5: qu'on ^ 
trouvé article 13. de cette façon 77 R ( ^-^2 ) , ou 

";7 '^ V rITt y lorfque ^» eft moindre quev^ , & 

77 ^ ( t^Tr ) lôrfqu'il eft plus grand. 
Ce Corollaire fait voir qu'on peut.cxprimer les 
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intégrales de toutes les difFérencielles réduites à ceue 

forme . 5* --5 par le logarithme du rapport en- 

tre les trois côtés d'un triangle reâangle. > c*eft de 
cette façon de marquer les intégrales , dont fè (èr? 
vit M. Cotes dans les premières tables qu'il com- 
pofà à ce fujet. 

s 

•Coho'llAiile IV. 

i.6. De ce que le fedeur OAP efl égal i. l'efpacc 
HAPQ y il fuit que leurs différences font aufli éga- 
les , donc nommant OQ , w % OH , r j h, puiflànce 

.de rhyperbole étant — , ou aura ~ X -^ 



1 X < M I ' XX 

or le dernier Problème nous donne un moyen faci- 
le pour la rcda£tion de la difiFérentielle — " 

* xn aa -—m XX 

à cette forme fîmple — X -^ > car par ce qui y eÛ: 
démontré , il faut pour cela fuppofer* - = v^Lif , ce 

. \ . ' du «dx -, « ' . dit . • t^ix 

qui donne —= — r > « — X ■— =r ■ 

A V aa-'^xx 2 V i i(aa-mm,xx 

De-là on voit qu'on n'a qu*a généralement fiippofer 

(7- 



i ou plus ^plement » =! ^ , & 

/ / 

oa aura ~ = *v^ x ^ — ^, & Puifque le modu- 

" / .- r— ^ ^ ^ ... 

F» • «r 
"1 
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le eft -7 > fi on multiplie les deux différentielles par 

-7 X — ^- «a — v'? ) on trouve —•4 X — =«■ 

xf ne t ne f ne f v 



./*• 



COHOLLAIRE V. 



xy. Non feulement le dernier Problème fournie 
une méthode facile pour réduire à une expreflîon 
logarithmique trcs-fîmple la différentielle du fèdeur 
AOP , lorfque cette différentielle eft tirée de là 
tangente , mais aufE lorfqu'elle dépend du calcul 
de l'ordonnée & de l'abrcifTe qui (épondent à ce 
feéteur > te par ce ménie Problème on réduit aux 
logarithmes toutes les intégrales qui fe rapportent 

aux efpaces compris entre l'hyperbole & (es axes. 
Soit tirée l'ordonnée ^ 4 infiniment proche de PK, 
éc les valeurs des lignes étajit fuppofees les mêmes 
^ue dans le Problême , le triangle OPK eft égal i 

2Vry — da > dont la différence eft l^.&^Z'Mf -i- 

.* ■■■-.' * ' ■ / 

1§ Âf ji m **" - * " 

^^ ^ égale à la iômme des efpaces PO^ , ^^pk» 

donc en rc;tranchant pefpace KP^4 ou dyvjyZ:^, 
il teftera -^ _ _ dyy/JJZZ7a ^ _flf^ ^^ 

la valeur de PO^ i par conféquent l'intégrale de 
-&= par le Prohl&n. eftl* (i^l^SHÎ) , ou 
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r^. Maintenant 



pour réduire la différentielle ^** 



Jir 



-«# 



a une ex- 



prefïlon logarithmique (impie , on voit qu'elle doit 
être égale à la différentielle- logarithmique de -, corn- 



me en efïct feppofànt - 



&mn' a» 
— X — 



m 
4ady 



, on trouve 



t"?^=7T^P^*'«^^«'»e«t 



fioliiuppoibit- 



on trouveroit encore —x*" 

X 




Pour revenir aux intégrales, fi on nomme T le 
tria ngle OP K > refpaçc APK ou l'intégrale de 
dy^yy — aa» par ce qu'on a dit dans ce corollaire. 



eft égale â T — ^( 



yf^y-'^M.M 



V > ou &c. 



' Pour étendre davantage ce corollaire , qu'on fiip- 
pofe <t = v^ , ^ == ?? , ^ l'on trouve 



/ 




ne 



• 



4V/ y/jp- 



dx. 



'■y donc l'intégrale de cetfe nouvelle diU 




fërend€Uefera4(^'-±^^ \ 

ï), ou enfin i.(^-±:^i=LO. 






d'où l'on déduira facilement l'intégrale de la diffé- 
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rentielle générale — » , qui fera -^( -;= U 

m 

OU .&c & de même celle de D^t — » dz,VfiC — ' i^*^^ 
i- T — ^71 ( — — ~ 1 , ou &c. De cette ma- 

niére , (î du point P on tire Air le (ècond axe la 

{)erpendiculaire PM , l'efpace OAPM étant égal i 
a ibmme du feéleur OAP & du triangle OPM 
ou O K P , on en trouvera la valeur en logarithmes , 

ce qui donnera l'intégrale de /^ ^ _ , ou de — x 

s* 

— =:==— différence de Telpace OAPM. On trou- 

vera donc la valeur des intégrales] de tous ces coroU 
laires par l'article x 8. 

,R..£ M A B. Q u E. 

m 

xi. Dans le derniçr G)rollaire on a fuppofé - == 

Z — ZlIZlî & - = ■ • ■" ,. , lefquelles expret 

fions peuvent être réduites à de plus (impies i car 
puifque ( par *l*art. i tf . ) on trouve la mcme différen- 
tielle logarithmique d'une qurotité variable foit qu'el- 
le foit multipliée par une grandeur conftante ou 
non } il s'enmit qu'on aura la même difïcrentielle 
qu'oii a trouvée dans le corollaire ,Cion CupcoCç (înu 

plement « = ^ -*- yJTITTS ,&«=;= —=• , 

ou 



(' 



1 

9 
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ou y =B ** , & y = i-f-^4o« . ^ç^^ ^ j^ç^ jjjj^ jj^jjj 

Tarcicle z^. 

Corollaire VL 

x^. Outre qu'on a vu dans les corollaires pré- 
cédens , comment on peut par le moyen du der- 
nier Problème transformer les diiférentielles com- 
plexes en d'autres trcs-fimples , il ne fera pas inu- 
tile d'obferver que le même Problème fèrt encore à 
transformer des diffêrentielles complexes en d'autres 
de différente efpéce , & de les délivrer du fîgne ra- 
dical \ ou réciproquement : ainfî fi on vouloit chan-> 

ger la diâerentiélle -=== en une autre qui n'eût pas 
Je fîgne radical , en prenant l'équation ^ >!-*" ^~~^1 
-=,Ç±!fontrouyexa==fv>/--rf-*,j'=:p=^^====; 

• 1 ff éiSX nX I I 4$ X 

ce qui donne dy = , >fyy^aa = 7==: > 

& -rr=^ = — , 

« • • • • 

R E M A R Q*V E. * 

3^. Dans les calculs des articles précédens nous 
nous fommes toujours fèrvic de . l'hyperbole À|uila> 
tére , parce qu'elle eft la plus fimple , & que tou- 
. tes les autres hyperboles peuvent y çtre réduites ï 
car à<is demi-axes conjugues OA , OH, (fig'7») foit 
décrite une hyperbole quelconque AC , & qu'on 

G 
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mené au premier axe une ordonnée CK > & U 
droite OC » (bit décrire auffi des dèmi-axes égaux 
O A , OB , une hyperbole équilatére AP , qui ren- 
contre l'ordonnée CK prolongée en P , & qu'on tire 
OP j cela pofé , on i^aic par ce qui eft démontré 
dans les traités des feâions coniques , que les espaces 
AKC , AKP , & les fedeurs OAC , OAP , font 
entfeux dans la raifbn condaiite de KC a KP ou 
de OH a OB. Pareillement des demi-axes conju» 
;ués OG , OB , foit décrite (J!g. 8.) une hyper- 
lole quelconque GC , & qu'on mené au fécond 
^xe OB l'ordonnée CK, & qu'on tire OC j foie 
aufli décrite des demi-axes égaux OB , OA , une 
hyperbole éf^atére AP qui rencontre en P l'or-r 
donnée CK , qu'on tire aluffi OP > & les efpaces 
OGCK, OAPK , & les fedeurs OGC, OAP, 
font dans la raifon confiante de OG à OA : donc 
les fè<Sleurs & efpaces compris entre les hyperbo- 
les* & leurs axes ont un rapport donné avec ceux 
de l'hyperbole équilâeére > d'où il fuit que leurs 
difîéientielTes s'exprimeront par les mêmes fbrmu- 

les générales ^tZlÙ: , E^fTlfS , & leurs va^ 

leurs par lei intégrales de ces formules. * 

. Qu'on décrive (fig, % ) une hyperbole quelcon- 
que A F qui ait pour premier demi-axe I» ligne 
O A , & pour afymptote la ligne O K j qu'on décri- - 
ve auffi une hyperbole équilatére AP fur le même 
^emi-axe , 6c dont l'afymptote eft OQ > du fom- 
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met A qu'on tire la tangente commune AB , qui 
rencontre les deux afymptotes en E & B , & (î on 
frend des ab/cifTes cigales OD , OC , & OQ , OK^b 
& qu'on mené aux courbes refpeétives les ordon- 
nées DG,CH, QP, K F, on peut démontrer que 
les efpaces CHFK,DGPQ, (ont entr'pux dans la 
raifbn conftante du triangle OAE au triangle OAB, 
ou de A £ à A B .> par confëquent la différentielle 

.^1. 5 fert d'expreflîon générale aux difFéren- 

ces des efpaces compris, entre les hyperboles & 
leurs afymptotes de telle efpéce que fqient les hy- 
perboles*. Se les différentes intégrales de cette dif^ 
îerentielle donneront %n logarithmes lès valeurs dô 
ces efpaces. 



Fi« de h première Partie 
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SECONDE PARTIE. 

DELA 

REDUCTION 

DES INTEGRALES 

* 

AUX ARCS DE CERCLÉ- 



A 



PRES avoir parle dès dilFérentielks les pluj 
{impies dont les intégrales Te réduifent aux 



Logarithmes , il relie maintenant a parler de celles 
dont les intégrales peuvent s'exprimer par des Arcs 
de cercle > endiite on donnera une méthode pour 
transformer en ces difTérentielles (Impies , celles qui 
font compofées. 

La circonférence du cercle a été de tout temps 
regardée par les Géomètres comme U plus conve- 
nable entre les lignes droites ou courbes pour me- 
furer les angles , &c cela pour ' cette raifon que les 
arcs de cette courbe ( le cercle étant donné ) font 
toujours comme les grandeurs des angles i c'eft cette 
analogie qui fournit une méthode facile , lorfque 
l'un dQs deux ', l'angle ou l'arc ^ efl connu > de dé* 
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couvrir l'autre : or puifque les angles le trouvent trcs- 
commodément par les tables des Sinus & Tangen- 
tes , lorfque les Sinus oti Tangentes en, font con- 
nus, il s*en{uit qu'on parviendra d'une manière aifëe 
& expéditive à la connoiflàncê de la grandeur ab- 
fblue des arcs qui mefurent ces angles. Pour cette 
raifbn on va conddérer les arcs de cercle comnie 
les mefùres des angles y &c de-là on déduira, lès ia- 
tégrales des différentielles doiit il s'agit icL 

DES MESURES DES ANGLES. 

PROBLÊME I. 

jt. TKOWEK U mefire £mi angle , 
Soit propofë un angle quelconque ACX2 {fig, \o^) 
dont cm. demande la meuire. Du centre 0«^ du 
rayon OA pris à volonté foit décrite une portion 
de circonférence de cercle A C B qui cotu>e O C ea 
C, Toit mené le rayon Oc infiniment proche de 
OC , & ayant prolongé O C & O c jufqu'à ce qu'elles 
rencontrent la tangente AD élevée du point A ea , 
T) Se q , on tirera fur O^ la perpendiculaire Dm, 
& nommant OA,<»>AD,x»les triangles (èm- 
blables OAD , Dmq donneront OD . OA : : Dy . 
Dm , ^ les petits fèdeurs COr « DO m donneront 
OD . OC (OA ) :: Dm , Ce, en multipliant en- 
fenible ces deux proportions , on trouve ÔDX^a, •+- xx) 

. 0A* {aa) :: Dq {dx) . Ce =-^— t mais Ce 

eft la différence de l'arc AC , donc l'intégrale de 

Giij 
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~— — donnera l'arc A C qui cfl la mcfiirc de l'an- 

ma-{-xx * 

glc propofé A O C. C^F.T. 

CORO LLAIRE L 

31. AvA-NT que de tirer les confëquences qat 
fournit ce ProbÈme , il eft à propos de l'éclaircir 
en petr de mots. On voit que la grandeur de l'arc 
AC , qui mefiire l'angle AOC , eft arbitraire , & 
qu'on peut , en prenant des rayons de différentes 
longueurs , décrire une inanité de- circonférences , 
dont les arcs compris entre les droites OA , OC, 

ourroient chacun également (èrvir de mefiire à. 

'angle AOC , de même qu'on a vu art. 11. qu'il y 
a une infinité d'efpaces hyperboliques de différentes 
grandeurs , qui font tous les mefures d'ui]^ même 
raifon : c'eft pourquoi pour ne pas être dans le cas 
de trouver des intégrales indéterminées , il faut Ce 
fervir de quelque module pour déterminer lequel 
de tous les arcs poilîbles d'être inscrits dans le même 
angle eft celui que demande l'état de la queftion ^ 
puifque c'eft la longueur des arcs , Se non. la grait- 
deur des angles , qui donne la valeur des intégra- 
les cherchées i on doit imiter en cela les anciens 
Géomètres qui , Dour fixer leurs idées touchant h 
grandeur des angles , trouvoient qu'il étoit néceflài- 
re de divifcr toutes les circonférences de Cercle en 
un nombre égal de parties fans .avoir égard à la dif- 
férente longueur des circonférences ; or puifque les 
arcs femblables font en même raifon que les rayons. 



V 
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êc que le rayon efl la ligne la mieux connue dans 
le cercle y & entre dans tous les calculs qui regar- 
de^it cette courbe > il e(l a propos qu'on le chomfTe 
pour le module auquel doivent fe rapporter toutes 
les mefures des angles , d'autant plus que dans ce 
cas on trouve , comme on verra ci-aprcs , les me- 
fures des angles tout k &ic analogues aux meTurcs 
des raifbns &: les exprefïions femblables. On doit 
donc conclure de ce qu'on vient de dire que l'arc 
AC eft la mesure de l'angle A OC au module ou 
au rayon a , c'eft l'intégrale de la différentielle 

, on marquera cette intégrale de la forto 



** 



4 ( A O C ) , comme on a fait pour les mefures des 
rapports : airifi cette expréffion a ( A OC ) fîgnifîe 
l'arc qui mefùre l'angle AOC , lequel arc eft dé- 
crit du rayon éi. Maintenant par le moyen de cette 

£>rmule Z*^. » on trouvera j&cilement l'intégrale 



XJ« 



de la différentielle générale 



Drj-^is:. 



f< 



car 



fuppo. 



iànt 



"r 



7J ^ on trouve 



étAix 



ne 



Hm 



XX 



/< 



«5 , dont l'intégrale , comme on vient devoir. 



jy^} 



efl v^ (AOC) } par conféquent l'intégrale de 

çfl lHx>^ (AOC) , c'efU-dirc, égale à la quantité 
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— multipliée par l'arc AC décrit du rayon vj & dont 

la tangente eft ^7, ou ce qui revient au méme^puif^ 
que les arcs f^mblables font proportionnels aux 
rayons, cette intégr^i]^ eft égale à l'arc décrit du 

rayon ^ v^ , fie dont le rayon eft a la tangente com« 

me vl à ^7 : généralement on dit que l'expreffion 
i^ vî ( AOC) eft la mcfure de l'angle A OC au mo« 
dule^v^^r. 

Corollaire IL 

4 

53. L'on {^it que le rayon du cercle eft a la. 
demi-circonference , comme i à 3, ij^i^9x6^^^ &c 
donc Cl on nomme K le rayon on aura cette pro- 
portion , 3 , i^i^^i6^i^ &c. . i :: 180 dégrés. R» 

57 > ^9^779^^i^ ^^' dégrés, ou 57". 17'. 44' envitonj 
ce qiii'^t voir que le rayon dans tout cercle eft égal 
à un arc de 57°. 17'. 44". Par ce moyen connoiftànt 
un angle', on connoitra la longeur de l'arc qui le 
mefure , le rayon étant donné s car il eft évident 
que l'arc de 57°. 17'. 44" , eft à la longueur du rayon , 
ou au nombre des parties dont on uippore le rayon 
çompofë, comme te nombre de dégrés d'un autre 
«ngle quelconque eft a la longueur de l'arc qui le 
mefure i {bit fuppofé 57°. 17'. 44" ou 57 , %9^7'J9 
&c, = 1» , foit N le nombre de degrés d'un angle 

connu 
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connu quelconque , Z la longueur de l'arc- qui le 
• mefiire, R le rayon avec lequel cet arc eft décrit, 

& la proportion fera w . N : : R . Z , donc Z = îLli 



= N X R X ^, en ruppofant — = -^— i =s o. 

**• w 57. *5>5775> &c. ' 

'3'74532'5>i5 &c. =f. Ceft par cette formule qu'on 
tfouve les intégrales des difFérentielles qui fe rappor- 
tent au cercle j par exemple fi on veut avoir la va- 

leur de l'intégrale — yfCA'ÔC) trouvée dans le 
corollaire précédent , il eft clair que , puifque le 
rayon eft a la tangente de l'angle AOC comme v'I 

a,zJ » on trouvera le nombre de degrés que con* 
'tient cet angle par les tablés des Sinus & Tangen- 
tes , ce qui donne la valeur de N , & puifque l'arc 

défigné par,^v^î( AOC) eft décrit du rayon ^•l 

(par le corol. précédent) , bha R s= — Vt -, en met- 
tîuit donc ces valeurs ^le N & R dans la formule 
ÎLli , ou N X R k r , on trouvera l'arç de cercle qui 
£ft l'intégrale cherchée. 

ConoLLÀiiiÊ m . ' 

34. La valeur qu'on a donnée dans les deux CoroL 

laires précédens à l'intégrale de —51; — -.5 fuppofc 

H 
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qu'elle 'doit s'évanouir lorfque la tangente AD 09 

^r = o i mais fi au contraire cette intégrale doit être 

nulle lorfque* ^î = < ou -\= o , dans ce cas il faut 

élever fur O A la perpendiculaire OB qui rencontre 
la circonférence en B > du point B tirer la tangen- 
te BF qui rencontre en F la ligne OC prolongée', 
cela fait^ au lieu de l'angle AOC on fe fer vira de 
fbn complément BOC , parce que la tangente du 
premier eft infinie lorfque la tangente»de fautre eft 
nulle» & parce ^ue les triangles femblables OAD> 

OBF donnent AD {é) . OA (v^) :: OA (v^) • 
SF = T7 , C on (ùbftitue "TT au lieu de s^^ & — » 

Î5l J S au lieu de ^x — ' dz. dans la dilïerenâelle 

^, elle deviendra — -î—-— -i, d'où il fuit 



t^m/mm» 



que l'intégrale de — ■ , — dans le cas de ce coroI« 

laire eft— — Vî (BOC). Il eft facile de trouver la 

tangente de l'angle BOC, celle de AOC étant don* 

»ée , puifque la proportion ci-defUis Êdt voir que 

le rayon eft moyen proportionnel entre ces deux 
tangentes : mais pour connoître l'angle JB OC , li 
n'eft nullement néceflàire de connoître fà tangente^ 



^ 
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puifqu'en cherchant dans les tables l'angle AOC oa 
aura auffi fort complément BOC , & enfuite par la 
formule du çproUaire^ piée«denç on trpUy^ra i'a^c^dqi 

cercle qui eft la valeur de l'intégrale ~Vi (3 OC). 
Enfin fi Tintcffrale de -^ ^ ne s'évanouit ,- ni 



avec h tangente 'AD ». ni. avec là jtangente BF , Qpf 
rendra cette intégrale complète , comme on^ cou^ 
tume de i&ire , félon que l'état .de la qucftion eit 

détermine les bornes. 

. • ■ ■ ■■ " . . , , 

Corollaire IV. 

35. Si des point C, f , (fig. 1 1. ) on mené les or- 
données CK, tf4> infiniment ptoche l'une de l'au- 
tre , en nommant OK j > > & comme auparavant 
OA 4» AD > X $ .les triangles i.jfemblables OKCj 
O AD , donneront , O K (^ ) . KC ( }/aa^yy)r. OA 

M ►AD = X =« - Vvy — aa i d'où l'on tire dx =-^ 
^ , de en mêtca^it ces valeurs do, x Se. dsdx 



dans la différentielle -'*^ "^ . qui exprime le petit aiid 

<•<» -4- XX ■•• i 1 

C f ; on trouve ^'*, * ■ =« — :; -— ; de cette ma- 

iiiére on peut transformer une clifFéi^ntiéire en une 
autre de différente efpéce , la réduire de la tangent 
|e à \^tÂéSK 3 ou dt l'ab^iffe à la tangente. Maini 

* Hij 
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tenant puifquç l'intégrale de -- 3=:== eft 4 ( AOC) ; 



V* 



■j'j' 



li on fuppofe « = ^ > ^ 






s j' , on trouve 



. «h 



a« 



'jfy 






«dont l'intégrale eft— vî(ÂOC); 



par confequent celle de 



D^ 



^dz. 



(AOC?) 






y/f^fi.' 



eft 






;gale 



iD 



tnefùre de l'angle AOC au module -n > en prenanc 

cette intégrale négativement > & puifque le rayon eft 

au co-unus de cet angle comme y 7 à <.* , on trouve^ 
ra fa valeur en degrés dans les tables des Sinus, en^ 

{uiteavec le module — - par l'art. 3}. oii détermine^ 
rà là longueur de Tarie qui mefuVe cet angle & qui 



fV 



». 



eft l'intégrale . cherchée. L'équation *• 

trouvée au commencement de ce corollaire ^ic voir 
ique le rayon eft à la tangente du même angle 

AOC , comme vî ii v^ X y ^, , ou comme v?à 

f f f^ •' 

yf f^ en réduifânt cette raifbn aux moindres' ter- 

me$ > ce quil eft à propos de faire toujours, d'au^ 
tant que par-U on abrège le calcul fans courir rifi^ 



i_-. « — 



V 
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que d'erreur , puifqae la raifbn du rayon au fînus > 
au co-fuius , ou à la tangente demeurant la même » 
on trouve toujours le même angle. On doit ici ob. 
(èrver comme dans le corollaire précédent , que fi 

l'intégrale de « ~ 5 doit devenir nulle lorfque. 

^Tss o> elle fera exprimée par -^ (BOC) , & lé 
xàyon fera au (mus de l'angle B O C comme V^^ â 

^t , & à la tangente comme Vf à f^j^Ifê * ^" ^*^°^'" 
me I a V ' .. ,> 

On doit encore remarquer que l'intégrale de 

. ^ - ' change de (îgne . toutes les fois qu'elle 

change ù. valeur à l'égard de l'angle AOC & BOC, 
& cela parce qu'à mefùre que l'arc AC augmente, 

le co-unus OK , où z^ diminue , & par confe» 

quent fà différence i z^ "" * dz, devient négative : ce- 
ci a lieu auffî dans le corollaire précédent. 

Ce corollaire (èrt encore à réduire aux arcs de 
cercle les efpaces KCA, OBCK , & par ce moyen 
à trouver les intégrales des différentielles qui, s'y 
rapportent. L'efpace KCA eflr la différence encre 
le fèaeur AOC & le triangle OKC, & fa diffé- 



• • 
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reatielle eft — i^vwJII^ =s— ^'— r= — v7-~fx^i 
or Je fèdeur AÇ)C eft égal par ce corollaire i —5 



.(AOC) , doue l'intégrale de — "Hl—L^vT^cSï 

^ ( AOC ) — T , en nommant T le triangle .OKC i 
d'où l'on tire ^ ( AOC) — iP2? T pouf l'intégra- 
le de — D^T— » i^v'*— ^ > pareillement puifque 
l'efpace OBCK eft égal à la fomme du (èdeur 
BOC & du triangle OKC, & que fà différentielle 

cit dyVsét — jj = ■ ■■ .}/g /j^, on trouvera 

1 v/ 

que l'intégrale de D^t— ' rf^vTIZ^ eft ;;;^ (BOC) 

H.i5!f T. ' 
» 

COHOLLAIHB V, 

^â. O N a trouvé dans le dernier Problème ■ '** ■ *' .. 



aa-^XJf 



pour la valeur de l'arc Ce , laquelle étant multipliée 
par - donne — , qui eft la valeur du petit 

fedeur COc : or fi du centre O & du denji-axe 
O A , on décrit une hyperbole équilatére A* P , & 
qu'on prolonge les droites OC, Oc , jufqu'a ce 
qu'elles la rencontrent aux points P , /v, on a vu 



\ 
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^ art. ij. ) que le petit fe^leur PO^ eft égal à 
" *• > il eft donc vifibie que. les deux difFé- 

renricUes qui expriment les fedeurs PO^ , COc, 
ne diffèrent entr'elles que par le figne — ou -+• qui 
eft devant le quatre xx , &c que cogime on a , as 

comme auffi la diÔerentielle logarithmique de V^ 



donne — ^ — qui étant multipliée par le module 
— donne — ^ valeur du fedeur PO^ î pà- 

2 XX a* -—' XX * *■ 

reillement on a , aa-^- xx=s a-^-V:^^^ x J^^V^^S 
ear rf+xvCÎÎ X a — xV!!? , & la différentielle logari-. 

ttimiqu^ de v — ■ — eft , qui étant 

inultipliée par le module —j^=. donne 



»V— I i X<M 



valeur du {êâmr COi: i d'où il fuit que , comm^ 
le feâeur hyperbolique eft égal au logarithme de 

v^ZIf. au module —, de même le fedeur circu- 
jaire A OC eft égal au logarithme de ^"T^^L 



au module J! > on pourra donc exprimer le$ 

iè<3;enrs de cercle par des logarithmes imaginaires» 
ôc réduire les di^cnces de ces feâeurs à k fimple 

forme M X -^ eit (ùppofànt » = ^/ll^H il-lI , car ^ 



I 



• 
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on auroit — 


^^XV— -I • c. ^^^-^ 




V 
dv 

X-, 

V 


éiS'^XX Z^MA'^XX 



44 



iVT 



On peut encore réduire à cette form e fimple l a 



différentielle ^;f-|^— > car puifque o = v'- 



a 



xV 



& que par le corollaire précédent x ^^jVaa — //> 

1^, ou bien pour avoir 



^ 



rjjrjr 



on déduit « = ^_ 

une valeur plus fimple de », à caufe de l'équation 



y 



- y/yy^aa X ^ — y/yy^aa =<»<», on aura 



j^y/^JZZJ^ : : J» + ^yyZ 






•«*M«i 



V 



^<^> 



ce qui donne » 



«« 



y» 



, com- 



4 Jf — rjy^^M 

me nous avons trouvé pour Thypeibole ^art. x*.^, 
d OU Ion tire , .- = -r±=. v — . 

R E m|a R Q V E J. ' 

37. Il feroit inutile de traiter ici en particulieif 
des fe6leurs & efpaces ellyptiques , puisqu'ils ont 
tin rapport donné avec les feâeurs & efpaces cir- 
culaires : car G. du centre O ifig. it.) ôc des demi- 
. dxes O A , OB , oa décrit un quart d'ellypfe AByôc 
Au rayon O A un quart de cercle AD , & qu'on mené 
orne ordonnée quelconque C P K , qui coupe le cer- 
cle èh C & rellypfc en P , & qu'on tire les lignes OC, 

OP; 



« 
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ÔP i on fçait que les fedeurs AOC , AOP , & COD , 
POB , & que les efpaces AKC , AKP , & pDCK, 
OBPK y font, tous entfeux dans k raifbn confian- 
te de KO i OB ; on trouvera donc la valeur de 
tous les fè(^eurs ^ efpaçes ellyptiques par des ^rcs 
de cercle , en fe fèrvant des formules générales 



♦ 



?^r^.2^!^.D^x-x^^v7^^. qui 

font , comme on voie- > con[miunes au cercle & à 
fellypfe. # 

R!e1iIARQU£ II. 

^8. Outre la grande fimilitude , qu'on a déjà 
remarquée dans l'art. 3^. entre les calculs & les ex- 
preffions tirées, du cercle & de l*liyperbole , fî on 
compare les quatre premiers corollaires dji dernier 
Problème avec ceux du Problême troifléme de la 
première Partie , on trouve qu6 les calculs qu'on 
y a expofés font encore tout-a-fait femblables & 
analogues tant pair rapport aux différentielles , que 
par rapport aux Intégrales. Les Intégrales qui fe 
rapportent à l'hyperbole font des mefures de rap- 
ports , au lieu , que celles qui fe rapportent au cer- 
cle font des mefures d'angles , les modules dans 
les deux cas étant les mêmes. Tout c^qui diftiri- 
gue les différentielles qui regardent l'hyperbole d'a- 
vec celles du cercle n'eft que la diverfîté des fîgnes 
qui iè trouvent dçvant là quantité qui défîgne le 

rayon de l'hyperbole ou du cercle \ ainfî dans la dif^ 
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fërentiellc fféncnJe -l^---3 , où le rayon eft ex- 

mm • 

primé par %^t fi l'une des deux quantités e,/, eft 

négative , cette différentieile & Ton intégrale fè rap-i 
portent à l'hyperbole , 6c au cercle fi ces «piantités 
ibnt "toutes deux pofitives ou négatives : le$ dififé- 

rentielles 2 5-1111^ , D^J— » dzve-t-fx: , dans lef- 

quelles Vf peut repréfen^r le rayon , Ce rapportent 
à l'hyperbole lorsque f eft pofitif , & au cercle lors- 
qu'il eft négatiE Ceft cette belle harmonie eq|fc 
cts deux courbes , qui parut à M. Côtes non M* 
lement digne d'être examinée avec une attention 
particulière, & approfondie par une étude opiniâ- 
tre , mai^ même h détermina i donner à l'ouvrage » 
qu'il compofii fiir ces calculs , le ticre de HanmmiàL 
minfiir*rum, 

Réduâim des DiffsremicUiS compefées à cdles 

dont on a déjà parlé. 

PROBLEME 
39- Qu'il {bit propofë de trouver l'intégrale de 

la diiFérentielle ■ — -1- \ par les lo^rithmes & 

\ts arcs de cercle. 

Comme on a donné dans les articles précédens la 
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manière de trouver l'intégrale d'une diâerentielie 
dont le dénominateur efl: binôme , il ne s'agit ici 
que de réduire k propofée en une autre dont le 
dénominateui^ £iroit binôme : or les {è<^ions coniques 
feurnifTent une méthode fort flmple poiu: parvenir à 
cette réduction î car en fuppofant e-^fC-^g'C ^=^yyi 
on voit - que cette équation marque un lieu géomé- 
trique ^ qui eft toujours une {è<SHon conique, & donc 
la conflru<5iion nous donneroit la réduâion requi- 

fe. Du centre O {fig. x 3.) 6c du demi-axe OA qu'on 
décrive une hyperbole quelconque A D , & qu'on 
mené (ùr l'axe OA prolongé une ordonnée DC, 
qui fera nommée j» , foit donnée une partie OB, 
laquelle on nommera c > O A , * i le demi-axe con» 
jugué , ^ > BC , ^* > & par la nature de la courbe 
on a DC* (^j>) , ÔC* — ÂÔ* ( Tï^' — <t/t ) : : hh , 

a.A i.ce qui donne ^j == ^ - ^* ^ ^-^ -*. -^ 

5^ e -*- K. "^ g^^" > ^ c** comparant les termes 

correfpondans , on trouve -^ ^ ^f' = ^ > j; =[> 

it = £ , d'où l'on rire c =ll=^OB, & OC = 
VL-^ ^\ il ne faudra donc que fuppofèr. iL -4- ^ 
Bs x7 , OU ^* «= xî — ï^ , & l'on déduira e -h fii 
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■' .^ — — : de cette manière la différentielle pro^i 

pofée eft réduite à la formule générale binôme 

— , & le rapporte à l'hyperbole ou au ^cer- 
cle fuivant que i/ eft plus grand ou moindre 
que eg ( par l'art. 3 8. ) j fî iff furpafTe eg , alors 



£ 



grale ( par l'art. i$.) eft 



D 


■ „ 1 


[Vif- 




«' 
-+•^1 


zny^Lff, 


"«/ 


/v^Fif- 


■'g 


9 



^-_ ^î:ie=-:i-i±i-'^7.soit/kLo. 



garithme de tMlZJl^^Ùt^ pris dans les tables 

de Briggs , dont m eft fuppofé le modulé , & cet- 

te intégrale ( par l'art. 10. ) fera — — ■=.-=. x — » 

mais parce que cette intégrale n'eft point complet- 
te, /i on fuppofe qu'elle eft nulle lorfque ^" = o', 

foit L le logarithme de ^€zil^~ïf & l'inté-r 



m 
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«raie complette lera — r=^=.-=. x 

Si * /)^ eft moindre ijue ^^ , alors Pintégrale de 

— X rs? ife trouve (par l'art. 31.) égale à. 

(AOC) {fig' 10.), le rayon étant. a la 



»^*&— i# 



) 



tangente de l'angle AOC comme -.i£_-_i£.a j^t^ou* 

comme v^^g — i/ a \f-^g^' mais on voit que la 
tangente x/-»- ^ 5:" ne s'évanouit point lorfque ^C = o, 
ni par cohfequent l'angl^gàOC^ pour rendre donc 
l'intégrale complette dans la fuppofîtion qu'elle eft 
nulle lorfque s;. == o , {oit tirée la droite OH qui 
rencontre la circonférence €rt N & la tangente AD 
en H , enibrte qu'on ait QA . AH : ; VJ^ZITIff . ~^, & 

l'intégrale demandée fera -^j=rj=rj= ( NOC ) , donc 

on aura la valeur par l*art. 33. C. ^ F. T. 

R £ il A R Q u £» 

: Dans la conftruéHon du lieu de l'équation 
é-^-f^a -•" ^^** =^ donnée dans le Problème, on 
a omis les cas • où ce lieu feroit une ellypfe ou.tui 
cercle , parce que le cas feul qu'on a conftruit , fufEc 
pour la réduction qu'on cherche , en prenant garde 
de mettre devant les termes /*, g , les ngnès , qui leur 
, I nj 
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conviennent , c'eft-à-dire , qu'ils ont devant eux dans 
la difFérencieUe propolee. 

Corollaire. 

.. 40. La même méthode s'applique à la différemiellç 

■; ..,. ===.■== } car en luppofant - — h ^* = x* , 

jon trouve que la propofëe eft égale à cette autre 

• I ^ I II ■ ■■ Il M l , qui le rapporte a la formule g&- 

nérale des binômes , & dont on. trouvera l'intégrale 
par le moyen des logacj^mes ( par l'art. 17. ) , ou 
par un arc de cercle ( par l'art. 35.) fuivant que le 
terme g-C. ou gx* eft précédé du figne -H ou — i pn 
rendra les intégrales complétées de la manière qu'on 
a iàit dans le Problème. 

jl y a beaucoup d'autres diiFérentielles compofées, 
•qu'on peut auffi réduire aur binômes ^ mais parce 
qu'elles trouveront mieux leurs places dans la fuite, 
nous omettrons d*en parler ici. 



P/Vf de U féconde Partie» 



SES Intsgrales. 
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TROISIEME PARTIE. 

DE LA 

REDUCTION 



DES INTEGRALES. 

AUX LOGARITHMES. 

E T 

AUX ARCS DE CERCLE 

PRIS ENSEMBLE. 

ON a con/ldéré jufqu'ici les Logarithmes & le^ 
Arcs de cercle If parement , ce qui ne nous 
a donné le moyen d'intégrer que les différentielles 
les plus fîmples de celles qui peuvent être rappor- 
tées aux feélions coniques > c^eft pourquoi pour éten- 
dre k théorie en y comprenant les différentielles 
les plus compofëes qui ont rapport à ces courbes, 
on -va maintenant faice ufage des Logarithmes & 
Arcs de cercle conjointement enfemble > par cette 
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union on parviendra à ce qui efl: propofè : msds 
pour concevoir clairement les principes d'où l'on 
déduit cette méthode , il efl; neceflàire de donnfic 
par avance quelques Lemmes. 

L E M M E L 

41. ETANT doMoés le fitms ^ co>.Jmus £im «re 
de cercle , trowver lejhms (§^ cfi-finus d'un arc dou^ 
kle , triple , (^c. ' 

Du cemreOi^le diamètre AOB (^. 14.) qu'on 
décrive une demSirconfèrence de cercle AMB > fur 
laquelle qu'on prenne un arc quelconque AM moin- 
dre qu'un quart de cercle , & MD ég^l à AM , des 
Î»oints M , O , qu'on tire les rayons MO , PO , Hc 
es finus MP , DH , & foit E le point où DH ren. 
contre MO ; cela pofé , fi on nomme OP co-finus 
de l'arc AM , c ; & le rayon AQ , i » les trian- 
gles fcmblables HEO , PMO xlonneront HO . HE 
: : pP . MP , & de ce que MO coupe l'angle AOD 
également en deux y on aura HE . ÉD : : HO.. OD, 

% ce qui donne HD . OD -^HO'.i HE. HO, d'où 

l*on tire OP . MP :çHD . OD -hH O ,& parce 
que HD' =« oD* — HO* = CD -»- HO X OD — HO 
en quarrant les termes de la dernière proportion j, 
on trouve , ^\ MP* :î OD -*- HO . OD — HO, 

ic ÔP*4- MP*. 0T* :: zOD . ODjj- HO/ou, 
parce que O P* -h mF = ÔD* , OÔ* . ÔP* ? j 1 . OD 
-K HO ., donc en mettant lés' valeurs analytiques 
4es termes de cette proportion^ on a 1 . (C :: 1 1 

i-»-HO 



f 
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I •+• HO , ce qui donne HO =^ icc — i , qui eft 
ie co-jînus de JParc AD double de AM , & DH = 

v'OD* — ïïô' =^ i^i ce > qui eft le (înus du même 

arc AD. 

Il eft donc clair que , le rayon étant fuppofë égal 
à l'unité , le co-finus d'un arc double de celui qui 
a c pour ion ce-Hnus , eft égal à deux fois le quar- 
té du co-finus c moins l'unité , on pourra donc par 
cette régie fans autre calcul trouver le co-fînus d'un 
arc double de celui dont le co-(înus eft zec — i , 
ce co-finus par confëquent fera 8^* — 8c* H- i , & 
appaniendra a un arc quadruple de AM > fie le linus 

correfpondant ^ra 8^' — 4^ Vi — <rr. Delà on trou*, 
veroit pareillement le finus fie co-Cmus d'un arc 
huit fois , (êize fois , &c. plus grand que farc AM. 
Maintenant pour trouver le (înUs fie le co-finus 
d'un arc triple foit pris fur la demi-circonférence 
AMB , (fig'^y ) l'arc MF double de AM, ficfoient 
encore tirés «les rayons MO , FO , fie les finus MP, 
F G , dont F G rencontre MO au point E, qu'on 
tifc auffi fur MO la perpendiculaire FH, fie fuppp- 
ùnt comme ci-devant OP = c , AO = i , on aura , 
comme nous avons vu , . HO = icc. -r i , fie TH =w 

iT^ I — ce y fii les laiangles femblables PMO,GEO, 
• EFH donneront OP (c) . MO (ij:: GO . EO = 

£2, ôcOP(0.PM (v'r^IT?):: FH (i^rvTIIIT?) • 

HE=ss — , dou Ion tire HE+EO= ^ • 

c ' c 

sas HO = icr — I , donc GO = 4^^ — 3e , fiç 

K 
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FG == ^xc^i Vi ce. Par ie moyen du co-fîtiôs 

4^' "" 3^ > on trouvera comme ci-de(Ius le co.dnus 
d'un arc double de A F ^ c'ell-i-dire > d'un arc fit 
fois plus grand que AM > ce co-finus fera dcxnç ^xif" 
— 48c* •+• 1 8c* -f 1 , & le fînus 32^; .. i.i-c^ -^ 6 e 

Pour trouver !le fînus 6c co-fmus*de l'arc quintu- 
ple de AM , il faut prendre l'arc AD dotdue , Ôc 
Tare DL triple de AM ( fig, itf. ) & tùrer encore 
les rayons DO , LO , Se les fuuxs DH , LN , doue 
LN rencontre DO en £ , on mènera auffi la per- 
pendiculaire LG fiir DO j cela pofé-y par les cal- 
culs précédens on a déterminé les valeurs de HO>, 
DH , GO 4. LG j lefquelles par un raifbnnement fcm- 
blable à telui , qu'on a fait pour trouver le co-flnus 
de l'arc triple , donneront NO = i^c^ — xoc' -H ^c, 
îqui eft le co-fînus de l'arc - AL quintuple de AM , fie 
:par confequent on aura le fînus LN =« I?f4lII^:û*"'+T 

é/i — ce. 

De 4a même fnamére par le moyen du fînus & 
co-(înus de l'arc double & de l'arc quintuple de AM, 
on déduira le fînus ^ co-fînus de l'arc feptuple » Se 
«infî dés autres. C^F.T. 

C0K.0LLAIS.E L 

41. On trouve donc par. le Problême ,. que fi on 
Homme 5 fie r le fînus fie co^us d'un arc quelcon- 
que moindre qu'un quart de cercle , fie/, /', s"^, 
^Ci. fie. c" ^ c'" , c" > ficc. les fînus fie co-fînus des arcs 
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cîouble , triple , quadruple , &c. on aura lès équa- 
tions fliivantes 



5= V" I — f r. 



c. 



A. 



ï- 



j*^s=B /^cc — 1 Vi — ce. «"' BB 4r) — 3 ^, 



**"as=8^' — 4fV'l — W. f'^ssî^ — 8tf*-HIv 







«• 



|/i — rr. —I. 

Vi — ^. — " 7^» . ' •• 

&c. &c, . 

■ » ■ * 

À l'égard de ces équations on doit obferver que, fî 
on décrit (fig. 17.J un cercle ADBEA , & qu'on tire 
les deux diamétreiAB, DE perpendiculaires ftmà.l'aur 
tre , & qu'on prenne, un arc AM moindre que AD , (ï 
on regarde le finus 6c co-finus de cet aie 'ÂM. comi 
me pofitifs , qui eft le cq^ des équations précédcn-» 
tes , tous les arcs de cercle mdtiples de AM^ qui 
Çt termiâeitt dans-k-demi-ctreoni&dnce ADd^^aut 

ront 4cs'{inus ppfitife,; & tpuL^uï'^jjui -fe^^tiefimiT 
nent dans la demi-çirconférence AEB , aui:on,t~ des 
finus négiitifs : de même tous- kg-arps- multiple s de 
AM terminés dans la denir-circonférence-nAB l 
auront des co-fifius'"po(jtiÊ , & tous les ahTTes 'ter- 
minés dans la demi-cif Conférence DBE , des co-finus 
néeati^. •,.... 

K ij 
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Dans les calculs du Problème nous avons (ùppo^ 
ie que cous les arcs multiples de AM écoient com< 
pris dans le quart de cercle AD , mais fi Tare AM 
etoit tel que Tes multiples s'étendiflènt dans les au- 
tres parties de la circonférence au-delà du point D, 
il fàudroit changer les (îgnes des équations fuivanc 
la régie qu'on vient de donner; 

Corollaire II. 

43. Si Tare AM eft plus grand qu'un quart de 
cercle mais qui n'excède pas la demi-circonfërence , 
alors (on co-iinus(par le Corol. précédent) fera — r, 
& par conféquent toutes les équations , dans le{^ 
quelles le co-nnus c fe trouve avec àos dimenfions 
impaires , changeront leurs (îgnes > donc la fuite des 
équations dans ce cas aura cette forme. 



ie 


sv'i — ce. 


• 


s": 

• 


^ IC^l—CC. 


t"z^xcc'—i: 


r« 


=s4ff — 1 Vi— ff. 


f^^s—^^î^-J^ 


^v. 


=s— 8f'-t-4rv'i — ce. 


«'"eag^ — gf»-|.I. 


ffl 


p I K^ — I ar*-»-i ^i-^cc» 


<*=ss-r-ltf^^ ->- zotf' — 5^, 


f: 


= — 3zf^ -f j»tfî — 6t 


f^' sa 3 ltf< — . 48<:f 4- , 8tf^ 




Vi — ce. 


— I. 



ipcc. ' &c. 



7^. 



% m 



Comme nous n'avons befbin que de ces deux cas. 



l 
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îl féroit inutile d'examiner les deux autres , où l'arc 
AM feroit iùppofé plus grand que la demi-circon- 
fërence mais qui ne furpaflè pas les trois quarts, 
^ plus grand que les trois quarts mais qui ne fur- 
paife pas la circonférence entière. 

Corollaire III. 

44. S t on jette les yeux , Tur les équî^tions aux 
co-finus des Corollaires précédens , on vbit que lac 
radne c a toiijours autant de valeurs que l'arc donc 
c efl; le co-Hnus contient de fois celui dont le co- 
jGnus eft exprimé par l'équation entière , par exem- 
|)le y c aura cinq valeurs dans l'équation c'^ = i6cs 
— lof' -4- jc qui exprime le co-unus c"" d'un arc 
' cinq fois plus grand que celui dont le co-flnus eft c. 
Pour trouver toutes ces valeurs de c , il faut décri- 
re ( fig. 18.) une circonférence de cercle ACEA g 
Cm laquelle on prendra l'arc AL dont le co-iînu$ 
{bit égal à r* , & l'arc AB qui ibit la cinquième 
partie de AL , dont par conféquent le co-finus eft 
c , ce qui donne une des valeurs de la racine c y 
enfùitè en commençant au point B on divifera la 
circonférence entière en cinq parties égales iBC> 
CD , DE , EF , FB , & les co-fînus des arcs AF, 
AC , AE , AD , donneront les autres valeurs de la 
racine c { les arcs AF , AE , fe prennent en defcen* 
dant du point A dans la partie inférieure du cer- 
cle , ôc les arcs ^C , AD , en montant dans la 
partie fupérieure ) : car on fçait qu'une équation a 
toujours autant de racines que le Problême qu'elle^ 

Kiij 
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exprime peut avoir de folutions , & qu'un Problè- 
me efl: fufceptible d'autant de folutions qu'il com. 
prend de cas difFérens , dont l'analyfe dépend des 
mêmes quantités données & efl fondée fur des rai* 
fbnnemens tout-a-fàit fèmblables : or on aura tou* 
jours les mêmes quantités données , & il faudra rai- 
fbnner d'une façon femblable , foit qu'on cherche 
le co-dnus d'un arc qui foit la cinquième partie 
de AL , ou celui d'un arc qui foit la cinquième 
partie de AFDL c'eft-à^dire de la circonférence tor 
taie moins AL., ou encore celui de la cinquième 
partie de ALDFAL c'eft-îUdire de la circonféren- 
ce totale plus A L , ou celui de la cinquième par- 
tie dç AFDL AFDL c'efl-à^dire de deux fois la cii. 
conférence moins AL , ou enfin celui de la cin* 
quiéme partie de ALDFALDFAL c'eft-à^dire de 
deux fois la circonférence plus AL : d'où il fuit 
qu'en nommant C la circonférence & A l'arc AL, 
l'équation c" = i6€^ — zoc* -H 5c donnera les co« 

mus des cmqarcs luivans, — , , , , 

i mais on voit que AB = — , AF = — — ,• 

. 5 ^ 5 5 

AC =— ~, AE = — - — , AD=i= — - — , donc 

&c. 

Il eft* clair auffi par la divifion du cercle qu'il 
ne peut avoir que cinq de ces arcs , car en pre- 
nant davantage , on reviendroit fur les mêmes points 
de divifion , l'équation donc ne pourra donner que 
cinq valeurs de la racine c. 







Tf t i I N T £ O il A £ C s; 7^ 

On fera le même r«ii{bnneme£it i l'égard de tou^ 
tes les autres équations aux cofinus , icÀt que l'arc 
AL fbit moindre ou plus grand qu'un quart de 
cercle , de forte que l'on peut dire géo£ra{ement^ 
.que ,'Çi À marque le nombre 4es parties dans IcÙ 
quelles l'arc AL eft diyifé > les racines de.ceséquof 

tions feront les co^us des arcs — , , ■ • ■■ ■■ « 

A „ « 
_, , , -^ , &c* & ces arcs 

fê trouvent en divifant la circonférence en autant 
de parties égales que a contient d'unités , en com* 

mentant ou point B > AB ; étant ftippofe égal à 

AL 

X * 

A' 

C O R O t t A I K £ IVr 

<" 45. Si dans les équations ci-defTus on fuppoféiqa^ 
chacun des co-finus c , c" , c^ y &c^ eft égal à xs i^ 
c'eft-à-dire , que l'arc AL devient égal à la demi-" 
circonférence (fig. ipO > dans ce cas en divifant l£ 
circonférence , comme on a enfeigné dans le Co-^ 
lollaire précédent , on aura A «=* tC, BC ss^iAB, 
VVF =r AB , ( F eft fuppofe le <lernier point des di-^ 
yifions J ^ les arcs dont les co-finus donnant le^ 
lacines des équations > feront 4 C fC |C |C 

A A- A A ■ 

i£ l5 c'elU-dire , AB , AF , AC , AE , â:c. 

A A 

id'où il fuit que les arcs , & par conféquent leurs 
Ënus 6c cosinus feront deux i deux égaux y Ôc que: 



■v 



Zo Réduction 

fi A eft un nombre impair , le dernier dé ces arcs 

fera l£ = — - , donc la valeur d'un des cô-finus fera 

A z 

égale à — 1. 

Si dans les équations on fuppofe chacun des c<>. 
fmus Cyc\ c'" , &c. égal à i , c'eft-àrdire , que l'arc 
AL devient égal à la circonférence entière {fig^ ^o.) , 
alors on aura A = C , BC =; AB , & les arc^fçronc 

£ °.£.i^ iC jc î£ ^^.Jtdi„, 

A A A A A A A 

AB , AE , AC , AD , &c. car à caufe du terme 

° , on aura A F «= o : d'où il fuit que les arcs , & 

par conféquent leurs finus & co-finus font encore 
dans ce cas-ci égaux deux à deux î le co-(inus de 

l'arc défigné par - eft égal à i , & fi ^ eft un nom^ 

t?re pair , le dernier des arcs eft marqué par -^i 
dont le co-finus eft — i. 

Corollaire V. 

4^ . S I on fuppofe que les quantités , * > ^ , ^ i 
J^ , &c, marquent les co-finus ^es arcs — -, — H— . , 

A A 

■ "*" , &c. ou , ce qui eft la même chofe , qu'el- 

les £bnt les racines des équations aux co-finus , il 

eft clair que ces équations font composées du pro« 

duit des quantités f — *, f — ^, c — i&, ^—^a &c» 

• on 
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on connoîtra facilement le nombre des racines po 
«rives & négatives par les (îgnes dont les terpies 
des équations font afFedés , comme l'pn fçàit par 
los principes de l'Algèbre : ainfi fuppofant c* = i , 

les racines de Téquation 1 6c^ — zoV + 5^ — 1 = 0, 
feront exprimées par les co-finus. des. arcs AB , AE, 
A C , AD , ( fig, zo. ) lefquels étant égaux deux à 
deux ( par le Corol. précédent ) , fi <» eft le co-finus 
de l'arc AB , il le fera aufïi de A E y & de même 
fi ^ efl le co-fînus de AC , il le fera aufïi de AD, 
& parce que cette équation a trois racines pofîtives 
& deux négatives , il fuit qu'elle eft compofée de 
ces équations fimples y e-^ issso ^ c —-a b= o , r — <« 



\^ y- 
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J 

r 

47. Puisque les féconds termes manquent par# 
tout dans les équations aux co-finus ^ il eft con- 
fiant que la fomme des racines ou des co-fSnus po- 
fitifs eft égale à la fomme des co-fînus négatifs i 
ainfî dans l'exemple du CoroUaire précédent ta ■+i 

I = A^. 

4 * LEMME IL 

48. SJ dans un cercle quelconque ARQSA ( fïg, 
*zi. ) décrit du centre O on tire deux diamètres 
A.Q j R-S , perpendiculaires fun k [autre , 0- quon 
prenne Jùr U circonférence un are AL , dont le 

ço-'Jînus fiit nommé t , ^ l'arc AB = — , (^ quon 



l^1l|*S ■ fc «A ■ . h^^ 
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divi/è U circonférence eu commençâut 4M point B 
en un nombre de parties égales marqué par ^ , corn* 
me BC , CD , DE , ^c fi outre cela on prend 
un point quelconque P dans le diamètre AQ , du-- 
quel on mené À tous les points de di^vifion les li- 
gnes PB , PC , PD , PE , (gJ-c. je dis qùûu aura 
PB' X PC ' X PD* X PE' X ^c. = ÔA** — 1* X 
OpA _l_ ôpt* ^ fi tare AL efi moindre que AR > ^ 

JFb*X Pc'xPD'xPË'x^f.==ÔA'*-t- 2.'X 5p* 

-t- ÔP''^ , fi ^Aft AL fjî plus grand que AK , mais 
tnoindre que ARQ. 

Demonstratio n. 

Du point B qu*on tire le rayon BO , & BN 
perpencficulaire au diamètre AQ , & (ùppofànt OA 
s= I , on nommera OP > x, &><», h y A,4> &c. 
les co-finus des arcs AB , AC , AD , AE , Ôcc. & 
Ton aura PB* = PN' -H SD* — ON' = i — t.ax 
'^ XX y as. même PC* = i — ifor -t- x>f , (i les arcs 
AB , AC > font terminés dans la demi-circonferen- 
ce RAS du même côté que le point Pj & PD*"=t 
1 -H xhx -h XX i pT* = I -h xk* -t-xx,fi les arc* 
AD , AE ;^ font terminés dans la demi-drconféren-^ 
\ ce R QS oppofée au point P ,' & ainfî des autres^ 

Cela pofé , pour démontrer ce Lemme , il faut 
transformer les équations aux co-fînus en d'autres 
qui fe rapportent aux lignes PB,PC,PD,&cf 
tour cet efifet on cranfpofera tpus les termes des 
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équations aux co-fînus du même côté du fîgne d'é» 
galité , en forte qu'elles deviennent égales à o *, on 
iuppoièra aufli i — »<<x •♦- xx =b3 o , i — xhx •♦- xx 

«» O^ I -H ^bx +iJfX=»0, I«4-2^X-*-XXaso, &C, 

Ce qui donne a = , ^ = , — i& ==r 

*■ XX XX 

I -4-XJtf 




-, ou bien , parce que les co-l 

XX 

A , — k y ôcc. expriment les différen- 
tes valeurs de ia racine ^ , on aura généralement 

dans la préfente {uppofîtion c = » (1 on fub-. 

ftitue cette valeur de c dans toutes les équations^ 
on trouve cette fuite 



I - 


- XCX -♦• XX = 


= 0. 


I - 


— x«*xJ-*-x^'a 


BO.' 


I - 


- If'V -H X* = 


3 o. 


I- 


- K'^X^H- X" s: 


= 0. 


1 - 


- ic"'x» -1- x« = 


=5 o. 


X- 


-If**x7+X'*a 


KO. 


I - 


-ltf'''X*-t-X*s= 


s o. 


e 


te. 





Et puifque r , c" y c*" y Sec marquent le co-finus de 
I*arc AL que nous avons nommé t dans ce Lemme, on 
voit qu'on aura cette équation générale i — ztx'^ •+• 
X**, lorsque AL eft moindre que AR » & x H- ux'^ 
-I- x*^ , lorfque A L eft plus grand que AR , car 
dans ce cas les féconds termes de toutes ces équa- 
. lions font précédés du fiene •+■ : or les équations 
iux co-finus font compolees ( par l'art. 4^. ) du pro- 
duit des racines c — <«aao, c — ^«BCf-i-A-so,' 

r <4- ^ = o , &c. donc il s'enfuit que les nouvelles équa- 
tions qu'on -'vient de former , 9\i en général que 

Lii 
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a 



o , I •+- ItX^ Hh X 



fes équations i — ttx^ -t- x"-" = 

s= o , font compofées du produit à^s racines - 



XX 



XX 



7.x 



I -t-XX 



o. 



XX 

I -HXX 



zx 



•I- ifc s= o , &c qui font les mêmes que les fuivantes 
O, i-i- iAa; -HXAr==îo, Ôcc. par conféquent 



>fX 



ï ^ 2/X 



2^X-i-XX X I 



bx 



XX X 



pm 



JjX-^XX X 1 



xkx-^xx X &c. ou , puirque i 



if XOP 



if X op'' -h up^ cv 



4C 



PD* X.Pl' &c. — ÔA 
^ F. D. 

Corollaire. 

4^. Si on fuppofe * = — i , l'arc AL fera égal 
i la demi-circonférence , on prendra donc fur la 

circonférence. ADFHA {fig, xx. ) l'arc AB 

félon ce que nous ^vons fait voir dans l'article 45, 
& du point B oh divifera la circonférence en un 
ïiombre de parties égales marqué par a aux points 
t), F , H , ô^c. les co-{inus des arcs AH, AD, AF, 
AH , &c. feront exprimés par les quantités , a, h ^by 
4i &c. On voit donc que dans ce cas on aura i — i^x* 
>f'^ s= I -1- IX* ■+- x*^ , dont la racine quarrée 

X*, ce qui donne i 



eft 



^i' 



zax 






r 
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four Téquation du Lemme ,. c'eft-à-dire , "UX^ -f-; 
ÔP^= PB X PD X PF X PH x&c. Ainfi û on fup 
pofe par exemple a = 5 , la circonférence étant 
divifee en cinq parties égaies aux points B , D , F, 
H , K , on aura 5Â' -H ÔP' = PB x PD x PF x 
PH X PK = PB* X PD* X PF , à caufe que PB = 

PK , & PH =« PD , donc i-H ;f^ == I — 2,<tx + x;^ 

>: I -H i^x -H XX X I -h X. Pareillement lrA=tf , la 
circonférence (7^.13.) étant divifée en fix parties 
égales aux points , B,D,F,H,K,M, l'équation 
ci-defTus deviendra ÔÂ* -*- ÔP'^ ^ PB »« PD >« PF »« 
PH X PK X PM = PB* 5* PD' »« PF' , ou I -H X* = 



I — xax ■+■ XX X I -+• XX >« i -{- xhx •+- xx y p0* 

-C 

étant = I -H XX , parce que l'arc AB ou ~ eft égal 

à la fixiéme partie de la demi-circonférence , & par 
conféquent l'arc A D eft un quart de cercle dont 
le co-finus h eft nul. 

Si on fuppofe f = i , l'arc AL fera égal à la cir- 
conférence entière , il fiiudra donc prendre ( par 

l'art. 45. ) l'arc AC :^ ~ , & commençant au point 

C divifer la circonférence {.fig, xi (^ 13. } en un 

nombre de parties égales défigné par ^ aux points, 
;E , G , I ,' &c. , A > le dernier point des divifîons 
fera toujours le point A : 11 donc les co-(înus des 
iurçs AC , AE , AG , AI , &c. & de la circonfé- , 
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rence font fuppofës égaux i j a , h , h , k» ^^' > ' * 
on aura dans ce cas i — lix^-*- x** = i — ix*-+- x** 
dont la racine quarrée eft i — ;if* , ce qui donne 

i -^ X^ = Vf .^tax-^xx XI — lèx-t-xx x i -l- iA-4-xX 



X I -♦- lit* -f- XX &c. K I — XX4-XX, c'eft-a-^dire , OA 
— 5p* = PC X PE X PG >c PI &c. X PA. Ainfi fup- 
pofant par exemple a = 5 , & divifant la circonfé- 
rence ifig. ^^.) en cinq parties égales aux points, 
A, C, E,G, I, l'équation fera ÔÂ' — ÔP' = PA 
X PC X PE X PG X PI = PA X PC' '^ PË* , ou I — xiç 



= I — X X 1 — tax •+- XX X I -H i^x +XX » de mc- 
méme fi ^ = 6 ,\z circonférence {fig. 13.) étant é^ ^ 
vifee en fix parties égales aux points , A , C , £ » 
G , I, L, on aura OT' — ^' = PA >< PC x PE x 
PG X PI X PL = PA X PC* X FË' X PG, ou I — ;r*=5 

ï — X X I •— ±ax ■+■ XX X I -t- i^x -H XX X X -Hx. 

Si donc l'on unit enfemble les deux cas qu'on vient 
d'examiner fçavoir def=i,& * = — i,il fuit 
évidemment que , puifque l'arc AB {fig. zx. (§^ 13.) 
eft la moitié de AC , tous les arcs AB, BC, CD, 
DE , EF , &c. qui proviennent des divifions faites 
dans les deux cas , feront égaux entr'eux , & que 
par conféquent l'on peut établir le Théorème gé- 
néral fiiivant. Si on dwife une circonférence de Cer^ 
de ADFHA (fîg. ri. & 2.3.) eii Arcs égaux AB, 
BC , CD , DE , EF , ^c. dont le nombre eft égal i 
i\ , (^ que d'un point quelconque V pris dans le dia» 
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mètre ÂO on tire k tous les points de tU*viJwn les lu 
gnes PA i PB , PC , PD , PE , ^c, on aura, ÔÂ* 
— ÔP* = PÀ X PC X PE X PG X ^e. ^ (j^A -H 

ÔP* = PB X PD X PF X PH X ^r. en prenMt ainfi 
ces lignes altemati'vement. On trouve une autre de- 
monftration de ce Théorème dans les ouvrages de 
Jean Bernoulli Tome IV; N*. CLX. 

Remarque, 

50. Quoique dans le Lemme précédent Se (on 
Corollaire nous ayons fuppofë le point P en de- 
dans du cercle , on pourroit néanmoins en prolon* . 
géant le diamètre AO le prendre hors du cercle, de 
la démonllration demeureroit la même , û ce n'efl 
qu*on auroit dans ce cas D^^ — ÔX" , au lieu de 
q]^^ «I- ÔP^ > qu'on- avoit auparavant. 

LEMME IIL 

51. TKOVVBK lintégrde de U différentielle 
— .— y 9 étAnt égal À p , ou À nn nomkre entier pou 

S I on fïippofé I = to , la propofee eff -^^^ , la- 
quelle peut (e rapporter à la formule générale 
2i — -r-^ ,* dont l'intégrale ( par l'article 17O eft ^ 

^ '\ : on aura donc par la comparaifon de ces 



dx 
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^ termes n =s i , ^ = i ,/= jH i , & par conféquent 

qu'on tire une ligne AO = i , ( y%. i4« ) ^^ l'ayant 
prolongée en Q , de forte que O Q = AO , qu'on 

prenne la partie OP =* , & on aura/ = AO 

(^) , ôc/-^ s- - AO f^^lY Maintenant fi eeft 

un nombre entier pofîtif , on divi£èra le numéra- 
teur x*dx par le dénominateur i ^2 ;r en prenant 
"^ X pour le premier terme du divifcur, ce qui don- 

jxera — = x' — "* </x — x'""* </x -H x* "" î <^ — 

— ;r*— '»^X — X* — 5^X — X^— 4^X— &.H ; 

„ , , . ^x«^x x» xfl— « X*—» x«— 5 

d*où l'on tire/, aB— — — ^ • 



: 



«. 



^-x 6 6 — I e— z 8—3 

tinuer la fuite des termes dans les deux intégra, 
les jufqu'à ce que l'expofànt de x devienne égal à 
l'unité ; tous les termes de la première intégrale 
ont alternativement les (îgnes* ri- $c — , & tous- les 

termes 
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xctmts de k féconde ont le CigtiQ ^ > par ce moyen 
on formera tellement les deux tables fuivantes. 







5 



&c. 



^d 



-im 



X» 

t 
5 

T 

xi 

7 



*° {m- 



AO 



m- 



T 

X* 

4 
xi 

T 



X 
X* 

3 

X4 

4 



-mi- 



AO 



{1^}- 



2 
X^ 

T 



- {^}- 



X» 



AO 



{^}- 



M 



9à . 







5 



&c. 
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mm 



•^ 



x^ax 



AO 



AP-) 



AO 



{4^}. 



z 

fi 

3 

X4 

4 
xî 

5 

fl 
6 



AO 



m- 



1 
x^ 

3 

x4 

T 

x» 



o(-^L\ 

lAOj- 



X» 
X 

xî 

I 

x4 
4 



*° {4^}- 






AO 



m- 



T 



x" 



AO 



lAO/" 



iteMrita^H«i 



On fçait par la nature des Logarithmes que •*• AO 



AP 
AO 



AO 



Wi- 
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5x. TKOVVEK f intégrale .de la différentielle 

y 6 étant égal à o , o» i un nombre entier 



xMx 

ItXH-XX 
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P^fi^fy @h t ép^f «*^ quMttité moindre que ï unité. 
Premièrement fçit 6 «5= o , & on fuppofera ^ — . 

tzssM ce qui donnera ; = . . " : or. 

'1 1 — xtx Hs- *•*■ I -— /; -^- vy 

l'intégrale de ;^^/_. ^j ( par l'art, zz. ) eft égale à 



—3;^ — multiplié, par Tare de cercle décrit du rayon 

\l\ — tt y ôc dont la tangente eft « ou a? — tî c'eft pour- 
quoi qu'on àicûvt, du centre O & du rayon O A *= i , 
( fig. 15. (^ ^C.) une demi-circonférence de cercle 
ABQ , & qu'on prenne *OP = x , & ON = f , é{ 
élevant jufqu'à la circonférence la perpendiculaire 
BN , & tirant BP K BO , on aura 3N i= v^rH^ 

& BP' =» I — i<^J« •+- ATX BBS I .— //^ H- ww > & fi du 

centre B & du rayon BN on décrit l'arc de cer- 
cle CH qui rencontre BP en C & BO en H, 

l'intéerale de fera égale a -=- -*- Q; 

y 1 XtX -^ XX o gjq* "^ 

{fig. z5. ) j fi ^ €ft plus grand que /, ( Q eft la 
quantité qu'il £uit ajourer pour rendre cette inté- 
grale complette ) > mais parce qu'ep fiipo/ànt x = o , 
la tangente x — • f devient égale i — r , & que l'arc 
qui répond à cette tangçnte eft N H , on aura -^ 

=r -*-Q= ^ » &Q.=* =i , ce qui donne l*intégta- 

CH I ^_ 

le complette égale à =1 , ou -;;zZ^^'^i ^tt ("PBO). 

• Mi] 



su Réduction 

Si X eft moindre que f , la tangente y— f ou NP 
ifig, z6.) eft négative , & par confequent audi l'arc 

Ne, ainfi l'intégrale de dans ce cas 

^^ I — itX -I- XX 

NC 
£êra — ==i + Q , ^nais lorfquc * = o , la tangen-^ 

te NP devient égale à NO , & Tare NC égal à 

NH , on aura donc — =-* H-Q = o,&Q = 
' BN ^ ^ 

NH . , , , , I , , . 

^1 ce qui donne rintcgrale complette égale a 

CH I 

STV^ > o^ T 77/ « — tt{VBO ) : on a donc dans 

les deux cas — ^^v^r^ ( P B O ) pour l'intégrale 

cherchée. 
, Maintenant Ci on {ûppofê ^ ^^ >^ , puifque x = • 

xdx vdu tdv 

r+- * , on aura — 



—-ltX-¥-XX I— «•■+-«« I tt-Jt-W 

or l'intégrale de ( par l'article 17. ) eft 



mats 



ifi — tt-k-vv'ï - ifi — iw+x*! j__.i5pb^? 

/par lart. 10. ) -< r=i > =» ' < ;r= > = bo i — - ? » &: 
l'intégrale de' ^f" eft — i--/7ir77CPBO;, 



i> E s I N T £ 6 R A 1 E S« $3' 

jonc l'intégrale totale de — eft BO l^S\ 



^yT:z;^{no.) 



Par le moyen des intégrales des deux difïeren«2 

. it dx xdx' f. 

tielles — -— — i ——r — "> on trouvera ta- 

cilement celle de -. '^—^, , car fi on divife le 

1 -i»— itX'Arx X 



numérateur par le dénominateur en prenant xx pour 
le premier terme du divKeur , on aura * ■ * ■ - 

Jt \-^xtx-\-xx 

9 

= tf x H ; y & par le moyen des intc-» 

I —2/* -4- *•* * ^ 

f j }^ix ' Scàx 

grales de ; , — ■ ; , on trouve- 

ra celle de *. , car la divi(îon donnera 

1 — Zf*-+- *•* 
x^àx , , xtx*" ix '•^^ xâx ^ • n t 

xdx -i ; y & amu des 




autres. 

De cette façon on formera la table fuivantel 



M iii 



^4 



REDtJCTION 





4 



5 



&c. 



vl-=77(PBO). 










-Vi 
I — ^< 

,PB 



/r 



('PBO). 



vT^«(PBO). 



} 






«[PBOJ 



} 



4*' 



I X X 



8^' 



4' IbÔÎ 



tt* —. 8f/ 



4 



I — rr 



3 



v7:r7/[PBo.]. 



16/^ — IlW-l-I 



7 



[PBO]. 






1- Zt^ — • 



4<^ X X -H 



V. 



tt 



Vi — <r 



x/jr 



4" 



-*J*~ 



4' 1 
— X* 



i6t^ — ixtt-^i 



3 



X x-i- 3 xti — 3 1** -»- 6/ 1 






BOi 



<î 5 



[PBO] 



l!î=ix4 



«''--if.î 



»t 



itff-t— 12« 



M- 3 irî — 3 i*''-i- 6/ X x-i- 64/* — 80/+-1- i4«--i 



^BO^ 



64>^~ii»^ + 5>?^>— 7V— — [pBÔ]. 



bu'on ôte chacune de ces formules de ù. précéden- 
te après avoir multipUé par t celle qu'on ote , & 
elles auront la forme fuiyante 



«n 



t 



• 



fi 






o 



■ 



3 



5 



l 



&c. 



SES Intégrales; 



^S 






{ 



PB 



BO 
tx'- 



}-t.v^,— ./r[PBO]. 

PB 



mmm 



{m 



2tVl — // 



[PBO], 



1//— I XX 



[PBO]. 



-~ TfPBî , 



itt 



5 



4/5— .5/ X * — 8<4— 8^^, 



PB 



CBO> 



8*J 



4rVi— rr [PBO]. 

-5^ 



ixi-iî! 



1 

PB 



X» — 8r^ — 8//^- I t- 



X — i6ts — ao/î-*-5f |g^|-«-i 6/4—1 i//-4-i|/i — tt 

[PBO], 

*jfL^iLLm ^— £rn' xî- 
j * 4 3 * 



gr-» — 8» -f. f 



■«-■■«^■«^ 



X*-^l6/^— 2 0/^-4- jrx;r— 5 li^ — 48^4^18/^-1-1 



\^]^^^tS~^ilt^^^ty/l^n[J?BO]. 



tx' 



itt 



6 5 



ij-±l 



5' 



X4 



8^* 



^tt -f- I 



5 



x) 



XX 



Ix*— •-** 



J ir — 48/4 ->- 1 8rf — I 
PB 






8c/4-+-i4rt^— i\/i 



^' 



. Maintenant on n'a qu'a comparer les termes de ces 
formules av^ les équations aux (inus ôc co-finus de 



PS R É D U C T ï O" N 

l'art. 4z. & on verra clairement^ue tous les termes îd 
{ont multipliés par les valeurs des ilnus ou co-iînus 
des arcs , double , triple , quadruple, &c. de celui dont 
le co-Hnus eft ^ > de forte que t étant le co-fînus de 

l*arc AB (y%.*5. (êh ^<»-) ^luppotànt x= Vi tt, fi> 

comme dans l'art. 42. on nomme t" , tf", r'", &c. Icjj 
çoûnus , & j", /'l, /" , &c. les fiijus des arcs , double» 
triple , quadruple , &c. de AB , on abrégera les ex- 
proflîons des formules précédentes ^ & on les réduira 
«n cette (brte 



5 



Ôcc. 



x*dx — tx*"^ ' dx 



ttx 



XX 









r* 



I 



t^x 



t'x'- 



.5 

tx* 



X 



» I 



4 



5 
t"x* 



IboS 



/"*» 



»"*» 



5 4 

[PBO]. 

tx^ t'xf 



i 



t'x* 



5 



4 



rvir 



t PBO ]. 



/" [PBO]. 



r'"** 



/^•^x 



IB03 



r«l 









/*'x 



^w/çPBy 

tBO* 



UEMME 



3> E s I N T E G R A L'E s. yj 

. LE M ME V. 
53. TKOVVEK tintégrale de U différentielle 

" , • étant éçAl À o ^ 0» À un nombre entier 



f^P"ii @^ t st«.nt une quantité moindre que Vunité. 

Premièrement (bit 6 «s o , & on fuppofera x 

*«= V j ce qui donnera i ■»- i/x ■»- xx = i — /*-i- w , & 

** ^» 1,. ■/Il </« ' 

■ri = , — r—r — : orlinteffrale de « ; — ■ 

•V* Z •— » -f- iw O I — /f -4- u,. 




iCpar Tan. 31. ) eft égale à la quandté ^-3^ mul- 
tipliée par Tare de cercle décrit du rayon vTUT/, 
& dont la tangente eft « ou jr + *: c'eft pourquoi 
« on fîippofe comme dans le Lemme précédent OA 
*= I , {fig. 45. @^ ztf. ) OP = X , & fi on prend 
,OM = / du côté oppofé au point P , & qu'on éle- 
vé jufqu'à la circonfërcnce la perpendiculaire MS, 
& qu'on tire SP & SO , on aura MS = *^71I^, 

& PS* sa I -ht xt3C -H XX ss I — // H- vu > & fi du 

centre S Ôc du rayon S M on décrit l'arc de cer- 
cle MR qui rencontre OS en L & PS en R, ou 

aura y = ==r -•- Q, mais lorlque x 

= o , la tangente_ MP devient égale à MO , & l'arc 

ML 
MR à ML , d'où l'on déduit =ï -h Q =» o , & Q, 

Md 

N 



^ 



ML 



Réduction 



MS 



X i donc on aura f- 



■M 



I -H ItX-^XX 



LR 

MS* 



.1 — tt 



tt 



(VSO), 



Maintenant fi on fuppofè 0.^ i , puifciue >? 5»* 



^ , on aura 



xd 



X 

p ■ >*■ 



vdu 



td\ 



• - ■. ■ • * 

or Tintégrale de ^"^^"^ (par rarticle 17.). eil 



t^-^vu 







50 






xdx 



ZtX -H X X 



tt -♦• uu 

= so 



- vTtr?; (PSOJ,donc 



i-} — - 



-(PSOl). Ayant 
4es intéffcdes dçs diffëreittielks -^ — -^* 



vj.1 



«•«îî.r 



xUk 



t on trouvera celles de 



X -t- a: a: 



llJf •f-.Vir 



, — y &c. de la même manière que dans 

.le Lemme prccé4ent ; d'où l'on condruira la tabip 
fuivantc 



• ■ 



Ï>ES iSTEGKALES. 



99 




-o 



«d 



r I * I f 



I -H 2^X 

■ r Y* ■ I ■ ■ 



XX 



Vi 



PSO 






tt 



tt 



(VSO), 



X 



z 
3 



5 



'SO* 1- 

__ - PS y. 



• ■ . 



'Isôî 



8f4 — 3« 



■»-»- 



5 



** 

T 



1 — f» 



v7li7f[PSO]. 



5 



'i 



T 



[PSO]. 



CPS 



csnî 



- 8 r^ — 



4^ X X -^ 



5f 



ifjr' 



4// 



L'«.+ai 



tt 



Vi — <^ 






$ 



16/4 — 12<y-|-l) 



{ 



PS 



^^_3,,,_3z,»H.6j{_} 



51^^-48^^+18//-^ 



tt 



TrlVSO]. 




6 



_x4 — 



^.5 






î 



.z 



, >iiJi 



cPSî 6j{t^ — 111/^ H- 5<?/^ — 




/^ 



^ [PSO]. 



Si on ajoute enfemble ces formules deux a demq 
rnukiplunc iloujoursk féconde par t, on en for-: 

N ij 



100 Réduction 

ineroit d'autres dont les termes , compares avec les ' 
équations aux (inus £c co-(lnus de l'art. 43. itè trou- 
vent multipliés par les valeurs des (înus ou co-finus 
des arcs multiples de AS , comme on a trouvé a Té. , 
gard des formules du Lemme précédent : (1 donc 
l'on nomme s le (înus de l'arc AS dont le co-(intis 
eft /, & /, s"',s'\Sc i\ i\ i\ &c. les fmus & co- 
fînus des arcs , double , triple , quadruple , &c. de KS,' 
on formera la table fuivante femblable à la troiHé-- 
me du Lemme précédent. 



t 




j^dx-^tx^-^-^dx 




w 


I ■+- Z^X-HXX 




• 




-ië}- 


[ PSO ]. 


• 


I 


-'''-'• IsJ}*'"f''soj. 


» 


'^ 


1 


■'-î^1*'"[PSOI. 


* 


3 


5 "»" 


■'"'-/"II!}*'" 


[PSOI. 


4 

r 




- '^ -'-'—-■ {U} *>- i^j- 


5 


5 4 




'-{ë}*" 


[PSO]. 


« 




6 


1 T" 


V** ï'»;e* *«** 

4 $ » 


"-'-lëï; 




-HJ^'[PSO]. 


- • 


&c. 






» 



x> s S' Intégrales. iot 

Corollaire. • 

34. Si on.fuppofè le continus ^ = o , l'arc AB ou AS. 
devient /égal aii quàft de ççrcle AU , & l'angle PBO! 
ou PSO égal à hngle PUO i d*où il fuit que les ta- 
bles des fertnules des deux derniers- Lemicnes fe réu- 
niront toutes dans une feule qui eft la fuivante 




6 



j. ■ • x^d 



XX f • : . 



5 



7 



UO [PUO]. 
x-.U0[PU01 






X* 



% 



UO 



PU\ 

uoj 



• • •• 



.1 






Jt4 



[Pùb]. 



»' > 1 . 



4 

fl — £4.^^U0LPU0]. 
î 3 ^ 

x^ >4 j«t . f PU V 

6 

écc. 



»• 






. Apres tout ce qu'on a ^^oCé dans les Lemmej 
£iéçedens ^ & les diiFérences formules qu'on y a con< 

N iij 



y 



• J. 



^^ .2 :f .T R'. Eîi i> )u :iC Tl- « d m a vr 

ftruit , les calculs .qu'il favdça £iire pour trouver le$ 

intégrales des différentielles complexes , feront fim- 

Ées & faciles : <wi comrtiôncera; par i«j diÉféréupcl- 
î dont;îey dénominateurs foiït des binôme*. > 

Dci di0r miellés, liinoms. 

PROBLÈME!. 
55. TKOVVEK iitt^tégrÀle de U dtfferentielU 

^ÊlIIlfl-j t éuut une ' .ficaBiotL-pûfidve .pas /^ 

grande que lunité, 

O N fuppofera ^/H = ;< , ce qui iptinçr^i <? -t- j^ 



I ^ 



' .. . • ,v.<r* 



-_ )^ __ : cclïtî ppTé « il peut arriver deui 



d'où Ton aura ■ ^ , ^ , — ,.= ^rj^^z^X ^-a i s* 

•' *• ^ Il 

cas , car ou a eft un nonibre- pair ou iftipair."* | j 

Lor/que a i?/ï u^fipnjhh^^air. | 

Du centre O & du rayon OA= i ^yant Jécrit 
une demi-circonférence de cercle ADG-y-(y%. 43.), on 
la divifera en autant d*ai?ts' égaux AB,BC, CD, &c. 
taue le nombre a contient d'unités , 6c oh prendra 



PP « x^-éc du point P on tireça ayx points dç^ 
divifîons prif alternativement les lignes PB , PD 
Pp , &€ j'Ôi il oa-iiottimej, * , b , f , 4cc. le^ co-fîmis 

, AD, AF^ ôçcil. eilclair par l*art.45. que 

y .- J. ' - .^ • I - "' 







lax-^xic ^ 1 — i^4c -^ tcx 1 — 2cr •+■ ** 

X &c. ( dans ce produit les co-finus>, b , ir", &c. font 
.du <?ptéide P oii,du,co|:éoppp£e), ô dQ^çVn rnul- 

^lie cette équation par y^, ou ce qui revient au 
même , qu*on multiplie le premier membre p^ x^, 
& chaque produit du fécond par xx . on aura 

■ = f^ ^ y '■" , ** '" ' y *^ 

•X ôcç, & prenant la ditféretjtielle logarithmique de 
cette cqi^ition (par l'art, i j. J on trouvera >^ -r- j^j^ ^ 

xx'^^dx 






'i — : ..,,■-■, ^ 

I — 2 t Jf -4- XX 



inaîs parceque ^^x'^^dx 
•ôareiUetneiit irX-^ ^^«r -4^ -'^ 




'&: z';.-'./;. + i^^^r:!^^:^ == i.''^dx^^Ux 

i---t*x-|-.vAr I — î^X- _H. *:a: * . 

^ifî des autres, l'on déduit ÎT"'''* ix-'d^—iaj^ 

1 



x^ i^'^zax^xx 



ibx^xx i^'-^icx 



XX 



4 • 

&ç,- & multi* 



• 



H 



Réduction 




v7II77(PBO). 



5 



IBOS 







tt 



("PBO). 



tt 

PB 



Vi — rt(PBO). 



i 






'^{m} 






tt 



tt 



tt* 



4'' 



I X X 



8^' 



[PBO]. 
4' ÎbôÎ 



4 



I — tf 



5 



VIHT^CPHO.]. 



i6t* 



rPB 



^ 



I- 8^» — 



4^ X X -»• 



5' 



rt 



Vi 



^<- 



[PBO]. 

x^ xtx* 4tt 
-H I 



-'.3H.!ii 



4^ 



*-*.i6<* — ii«-i-i 



4 
PB 



4 3 

^/T=:^[PBO] 



3if'-48t*-t-i8«-ï 



ix4 



8f* 



■ix'-f- 



*t 



id^'*— ii« 



5 



3irî — 3i*''-H6/xxH-64r — 8o/+-t-a4«— I 






(^4^7 — 111^^ H- 5^^^ — 7^. 



tt 



VT^IT/ [PBO]. 



Qu'on ôte chacune de ces tormules de ^ précéden- 
te après avoir multiplié par t celle qu'on ote , & 
elles auront la forme fuiyante 



© fi s- I N T E .G RAL E S. IQ5 

PROBLEME II. ' - ■ ' 

5^. TKOVVEK t intégrait de U différentielle 
* 

DzP'^^d^ J\ r .' net- -r- / 

— — ^- — , - pfttt»^ une fjyiaian pêfittre-pAs ph^ 

grande que t unité, 

O N fiippofera comme dans le Problême précédent 

* • 

V 



e 



;«',d*où l'on déduira ÇS 



À» 



\x^-^^dx 



•f< 



nf e 



K—'* 



» • # « 

, & l*on voit que les deux cas du Pro- 
blème précédent peuvent encore avoir )it\xiçi i c'eft 
pourquoi 

■A * -.. ._. •■ ... 

> 

Premier Cas. 

horfepie >^ efi un nombre pair. 

Supposant ici encore la même conftru<^ôn que 
tdans le Problême précédent, on tirera aux points 
A , C , E , &c. les lignes PA , PC , PE , &c. & on 
désignera maintenant \qs co-Hnus des arcs AC , AE , 
&c. par les lettres , a yh , &c. ce <jui étai^t fuppo- 

■ ■ 

le i on aura ( par rart. 45. & 4p. ) i—-x^= 1 — x 

XX X I — zhx -^xxX &c X I -H X , ce 



X I 



2.ax 



qui donne - 



** 



XX 



X 



XX 



* III» 



X &c. X 



— I I ■ ! 



, d*où par un calcul {èmblable à celui - 

O 



loi^ Réduction 

du premier cas du Problême précédent , on . tire 

"ydx dx tdx-—' XMxdx idx'-^ihxdx 



/ 

, dx ■, D^"»"-'i2: DAy>-<f xx*^*dr 
ccc, -j- ■ donc ^ . , ss ^- — 7 X _lJ ■• 



A' 
1**— »itr— z****^ IX*— 'dx — tbx*dx , -, x* —'d* 

I— i-#*-4-;v* I — . z** 4- ** i-H* 

par conséquent on trouvera par les régies déjà don- 
nées Tintégrale cherchée* . : 

• • • 

Second Cas. 
Lor/hue \ efl un nombre impair, 

» 

Toute la différence de ce cas au précédent cfl 



.A 



qu on a ICI i ^ x'^ = i — x x i — tax -i' icx x 
1 — zhx -h XX, X &ç» & par coniequent -31 : S 

Dx^^^^ ;i.* — ««/*'■ . «jr^.-^'/jf T-^ xax^dx 

#■* . — r + &c- Donc &c. C. jP. R T. 

/ 

pour ce qui eft de la diflféreAtiefle — 5LIII£5, 

Comme elle cà égaie â cette autre — > —5:* ^T — 5> 
IDn en aura l'intégrale par le Problème précédent» 






DES Intégrai. ES. ib7« 

C O R O L L A I R E 

57. Puisque dans les calculs précédens on z 
pris OA = I , OP = X =-: ^^ , il s'enfuit que > 

OP . OÀ :: ^— . I ::\(i. . Î'I , cette manière d*cx- 

' f f 

primer le rapport de OP à OA fuppofe qu'on y 
prend les quantités y e ,f, pour pofitives , foit qu'eL 
les fbiént pofitives oii négatives dans la différentielle" 



t 



^1 S-, mab fi on veut confèrver dans cette 

proportion les quantités avec les mêmes fignes 
qu'elles ont dans la différentielle y il faut , lorfque 
l'une des deux quantités ,*,/*> eft négative , ex- 
primer la proportion en cette ^on , OP . OA ::* 

^< . ^— ^ j pour que le rapport de OP à O A foie 

^éei: c'cft cette deriliére manière dont M. Smith 
fè fert dans les tables. 

Avertissement. 

Pour éclaircir davantage la théorie qu'on vient 
4e donner , nous allons l'appliquer à quelques exem- 
ples , lefqucls nous rapporterons aux tables afin 
d'en faire voir en même temps k conflruélion r 
mais pour entendre & comparer enfèmble les exem- 
ples &* les tables , il faut (Ravoir que le rayon com- 

Oij 



to8 Réduction • 

mun OA de tous les cercles donc on Ce ferc e(l (îip- 

pofé égal i l'unité & que OP = ^il , que les axes 

égaux dans lefquels la circonférence eft divifëe (ont 
AB , BC , CD , DE , &c. que ^ marque le double 
du co-fînus & 4 le double du (înus de l'arc AB oa 
des arcs qui ont le mcmé (înus & co-finus que AB, 
y marque le double du co-finus & % le double du 
finns de l'arc AC , c'eft^rdire de l'arc double de AB, 
J^ marque le double du co-flnus & <P le double du. 
fînus de l'arc triple de AB , &c ainfi de fuite. 

■ 

P&EMiçK. Exemple. 

Sorr propofé de trouver l'intégrale de la dilfêren- 
tielle .^ 2l i dans ce cas on peut fuppofêr 

>•=»!, &AŒai, on divifera donc la demi-circon^ 
férence ANB (y^, tj,) en une feule partie ( par le 
fecond cas de l'art. 55.), c*eft-à-dire , on tirera le 
diamètre AB > & on aura par le même article 

—-: 2: -c — V , dont untegraie par la 

e f/iC »/ I •*- X ^ 

prenne table de l'art. 51. c(k-jÇ^j : pj^eillement 
(intégrale de — 5lIZl«5 par la féconde table du 

même art. eft -r jj{j^) ou ~(- j en prenant / 
pour une quantité négative. 



ses inteoilaiss. 10^ 
Second Exemple, 

Soit la propoiee — -^ r-^-— -•* ^^ ^^^ra /^«si , 

Aas 2 > âc le premier cas de l'art. 5 5. fait voir qu'on 

aura ^^^"H ^^ Jg-^T^ ..^'^ ^ ^ & qu'il fautdivi- 

fer la demi-circonfé'rence ABC (y%. i8.) également 
en deux au point B : £bn intégrale donc par la ta- 
ble de l'art, s^^' t^—Âx iBO (PBO) =^/x4., 

( PBO ). Si la propofée étok ^^^"""^^ =. £v/ x 

7:^+^-^7^ (par le premier cas de l'art, 5^,) (ovk. 
intégrale par \ç.s tables de l'article 51. feroit —v'^x 

/CP\ /APv ^ ^£f \ 

^ VCO-/ ' \AO/ — ' •/ Vap/* 

Troisième Exemple. 

* 

Qu'il faille trouver l'intégrale de cette difFéren- 

tiçlle -— — dani ce cas jn= i , & \ =33 -, donc 

^ -+- f^ . 

t>ar le fécond cas de l'art. << - =--7v^^ 



X .î-^^ — ?^^ -h — ^ , la demi-circonference étant 



X^A-— zaxdx dx 

léÊX-^XX 

Oii) 



• • «• 
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fuppofée divifée en trois arcs égaux AB , BC , CD, 
ifig' iP. ) & * le co-fihus de AB : or en compa- 
rant la différentielle — '^^-- — - avec la formule de 

1— i*c-4-** 



la troiHéme table de l'art. 5 1 , on trouve 6 :s o > fie 



/== 4, donc fon intégrale eft — ^-'Iûô) "*" ^' 
(PBO) , mais xt^g:, & i/=4 , & /j^ = i 

{00} P^ !'*«• 5 1 : donc /H5d^Zl£5: =;= ^v2 

1 

Et fî la propofëe avoit cette forme — ~î 5 » 

elle eft égale ( par le (ècoad cas de l'art. ^6.) z 



cette autre — jv^^- v -f : — i — : » * étant 

■tf te i«— «jif 1 -4- \kx * 



fuppofë le co-fînus de l'arc AC > donc par les tables 
des arL 5 1. &: 5 5 > on trouve que l'intégrale deman- 

dée eft^^S.^g}— {^ + + (PCO)-.puii: 

que Farc AC a le même (înus ^ co-Hnus que l'arc 
AB , fl ce n'eft qu'il faut prendre Ton co-unus n6« 
sacivement. 

Quatrième Exemple. 
Soit maintenant propofee la di^rentielle 

— j:^f^n — > o" J^=*«3 y & A=s 5 > ce qui tût voit 
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i|ue la demî-circonfër^nce écanc divifëe ^yl^. 3 1 J eti 
cinq parties égales AB , BC > CD , DE , EF , ôc les 
co-fious des arcs AB , AD étant marqués, par , <• , ^, 

on aura ~— — = —r Iju. ^ » — *"' "* 



^x*-dx-^mlbx*dx , **</*• „ / 1 I I ^ 1. 

^^^:^r^ + __. ;or par la table de l'art, 51. 



x> 



on trouve y-r-» ; ^ .— ^x* ^xa\ — 

{fI}"*" ""'(PBO) } & par la table de l'article 5^. 

•r^zx^dx-^xkx^ix , , ,- zi» fPDl - ,„ 

(PPO)j & par la table de l'art. 5 !•/-—:.=?* A 



X •+• I 



1 f5 ( ' ^^^^ l'intégrale totale fer» 

— ^;k» ~ x^x — 1^'' f||j 4.^ii'* (PBO). '" 

Ej^E^ X — ^^* — »*"* — 1^"' T— V •*■ iJ'" (PDO). 

• : Or ob/èrvant la loi touchant les linus & co^nuç 
pofîcifs & négatifs donnée dans l'art, 41 , on troU' 
ve !.« = /3 , irf" aas y , »*»* a= — y , i j'" ^ P(: » pareille- 

ment z* = — y, zA''sa-./8» ii"' = i8, ai"'^ — 4*& 

par l'art. 47. on a jg. — y _ x s» o , donc on déduira 
<— ^' — ^x*4- Iss — — ^4- — H-~=oi& par la 
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même raifbn — xa"x — xhf'x ^xsss^yx-^^-^» 
o ) par confequent l'intégrale totale fè réduit â 

nf te 

(PDO). 

On trou\eroic d'une» Êiçon femblable l'intégrale dq 



€-*{"o}-«f4*'P}*^'^»°'-^ 



/< 



Cinquième Exemple. 



Soit propofée en dernier lieu la différentielle 

-1 -rr; — : d^ns i:c cas on a /> » < , x=a ( > cell 

pourquoi on <iivirera la ckmi-circoj^fërence de cer- 
cle en Cvx parties égales aux points B^ C,D,£> 

F>G> ifiZ' ?^* ^ ^ nommant « le co^nnus de Tarç 

AB# é» cehii de T^rc AF , on aura o pour le co- 
finus de Parc A D , & le premier cas de l'art. 5 5. 

donnera ^_^^^, = 7)^7 X ,-z.;.+^* "^ 

— ;^ — 7 — & rauant uiaee des tables 

1 -+- irjr -4- A-4f ^ 



X^^ XX 1 - 

données dans les articles 5x>5}>54jOn trouvera 
que la fomme des intégrales de ces trois différent 
tielles eft--- - - -^- 

•/ 



N 



• / 



t 



4 4 4 4 
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iax* la'xi ijn^t /-pg-» 

i^V^X • . -» • • —1* . • . -4-iDO(PDO) 

4.5 » IFOJ ^^ 

Dr en prenant des arcs , double , triple , quadru- 
ple , &€. des arcs AB & AF, on aura i««=j8, 2/«"=y, 

xa!" = o^xa'" = — y, z^ =s — jg , z/" = 4 , & z^ =«. 
— i8,z^"«y. zr=x:o, z*"'^ — y,z^- = i3,zx-=54, 

d'oùron déduit — i^_i£fî=—?f; _H?fî=o, 

w 

m 
• 

pareillement - 

^ 3 5 5 5 5- 

i_ = o^par lart. 47.) & — — == o^ aum 

^— l^^'X -^ IX — lA'^'x =—^ yx— ix-Hyxsaao: 
; • D ^ "î? 

y fuit donc que Pintégrale demandée eft -tv^^ x -4- /3 

|^]-^[^] + 4(PBO).|- zDO (PD0)+'4 

<PFO). 

, - De cette nianiére on ppurroit Ce propofèr des difFé- 
ïiefles en auflî grand nombre qu'on jugerait à pro-* 
pos , & par les mêmes régies on , trouveroit leurs in- 
tégrales , lefquelles ne contiendroient que des loga- 
rithmes & des arcs de cercle , puisque tous les autres 
ternies étant multipliés par là (bmme des co-fihus 
\ofitifs & négatifs néceflairement deviennent nuls 
JE par l'art. 47.), 
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Remarque. 

La méthode qu*oti a donnée pour trouver les in- 
tégrales des diiFérentielles compofées paroît aflez 
iîmple , & une conséquence naturelle des principes 
Ôc lon'demens de la théorie que nous traitons, elle 
lèmble lui ctre tellement appropriée , qu'elle de- 
Vroit Ce préfenter à l'e(prit la première > on ne peut 
jugpr fi c'eft la même aont fe (èrvit M. Côtes ou 
quelque autre, parce qu'on n'a' jamais rendu autrç 
cnofe publique de Ùl méthode , que le Théorème 
de la divifion du cercle <lonné dans ^article 49: 
Mais quelques avantages que puiffe Avoir cette -mér 
thode , il y en a néanmoins encore une autre qui , 
quoiqu'on n'y parvienne que par un plus grand 
nombre de principes & .des détours plus recherchés y 
cependant emporte fur la précédente en ce qu'el- 
le efl: plus générale , & donne des fblutions beau- 
coup plus Amples & plus élégantes j c'eft pourquoi 
nous ferons nos efforts d'en donner une explication 
la plus claire qu'il fera poflible. 

Autre méthode pour trouver les intégrales 

des- différentielles binômes, 

L E M M E I. 
^i. KEDV JKE U fronton générale . . 

fimples , texpofint ^ étant Jùppoje moindre que ^ , (g?» 
L , M , N , ^c. des quantités données* 
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It faut trouver les divifeurs du dénominateur L 

Mx -f-. N;r' -H Px' ■+• Vx'^y ce.que Ton peut 

faire en fuppofant L -+- Mx h- fJx* H- Px' -h 

,Ux* = o ,.& cherchant les racines de cette équation , 
puifque les racines d'une équation en font toujours 
des divifeurs : à donc on fuppofe que ces racines 
ibnt e-hfx^ o , ^ -+- hx'= o , 4 -h /x = o , &d 
on aura L H- Mx -h N;r' -f- Px' 4. \J x'' = e -hfx 

ft g^hx >i 4-*" '* ^ ^^' ^^ fiippo^ra €n fécond iiea 

«♦ A B 






A*i 



— -^ &c ce qui donnera x«=Ax^-t-A;^jj 



^-+- /x X &c. -*- B X « -+-/x^ 4 -4- */x Jc &c. -+ 
X TT/x X g-^hx « &€. -*- &c. P our abr éger les 
éxpreffions , on fuppofcra ^-^boe'^ K-^l*^ ^^' 

Q^ e^fx X k-^lx X &c. =R,^^-/x x^ + Axx 
^. =S, 5c L -*- Mx H- Nx* -*- Px' ...... -4- UxV= 

k ,.on asura donc x« = AQ -4- BR + CS -H &c. 
mais la fuppofltion de e -^ fx ^. ô , donne x ^ 

— 4,^ = —!^ ,& R = o,&S = o, &c. d'où' 
Pon tire dans ce cas —3-5=: AQ , & A = — L, 

Q 

■ Il I ■ » 

mais e-^fxx Q ««: jC , & prenant la diftereno^ 

Pi; 
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f}x X Q-^ dQ X e -i- fx = dK , ou plutôt pui/que 
e ^ fx = o , fdx X Q = </K , & ainfi Q = -^ 

r M — xN X - -I- 3? X —- — *aUx 



/ // tni , donc eii 



e* 



mettant cette valeur dans l'équation A = /* , 04 



A —^f 

aura A = — 



■•-—^•i 



M— iNxJ -»- sPx 4- — ^^ ^ 7: — ' 

. Pareillement fî on fuppofe ^ -h /&x = o , oh aura 

*•«— 1.**« — |r,&Q= o,&S«=o , par 
conféquent — |p = BR , & B= *^ , maïs puiC' 



«Ml 



que K = ^ H- Ax * R on aura JK = hdx x R 
</R X g-k-bx y ta dans ce cas </K = hdx x R , ce 

qui donne R = 7— , d'où l'on tire 8 = 3"^^ 



h* 






dK 



M — iNx4-*-3P'<r# — aUx^ 



A— -l 



h ^ hb ** — ' 

L'on trouveroit de là même manière C = 
7 TT— nzr; , & ainfî 

M-xNx^^.5Px^....,.-.AUor^ - 
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des autres. En mettant donc ces valeurs de A , B , 
C , dcc, on aura . 



L -f-M* -+- N** ■+- P*J -♦- U** 

^ ^ 4- &c. c.^F.r, 



««■• 



^4-/*" ^-h^-** ^■+-^ 

COKOLLAIHE L 

' 5 ^. Il eft donc clair que , puifque les valeurs ' de 
'A 5 B , C , Scc7~ font toutes femblables , on peut 
"tirer une régie générale pour refondre une fraàipA 

tonipofée , ; ./ . ^, , ^ „ . — r?- ^^ plufieurs 

Tracions fimpîes telles àue _' — — ^ ; 

&c i car on voit que la valeur .d'un . terme quelcon- 
que , par exemple de B , eft une fradion dont le 
jiumerateur eft égal à . x' X A , ôc le. dénpfninateuÇ; 
éeal à la différence du dénominateur de la fradion 

O . — ' ' ' — 

^ropofëe divifëe par <wf, en. mettant :dans:le>nùmé» 
rateur &. dénominateur la valeur de x titée dé îé- 
quation refpedive g -+• hx = o. On doit obferver 
ijue les numérateurs des valeurs de A , B , C, &C7 
ont le iîgne ■+- , lorfque ^ eft un nombre pair "^en 
y comprenant le o : on doit encore y (ubflituer *le' 
ligne -+- lorfque les valeurs refpe<Slives de x (ont 
pofitives , par exemple , fi les divifeurs du dénomi- 
nateur de la fraction propofée étoient e — fr yg"^ 
h^ , k^—'lxy&ccy car les valeurs de x dans ce ca» 

<• e* A' 

feroient ^^ :^ .-+• 4r .+ -«-> ^c : auffi dans ce mè^ 



f 



Piij 



3 
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tne cas le dénominateur de la propofée auroît cet- 

Jte forme L — Mx -H N^r* — Vx^ •+; Ux^ puit- 

ue toutes" féâ racines font fuppofées pofitives , d'où 
eft évident que les ternies des -dénominateurs des 
firadlions égales à A , B , C , &c. ont toqjours ai« 
ternativement les figiies -h fie — . 
, Ce qu'on vient de dire s'éclaircira davantage 
par l'application qu'on en va faire à quelques exem« 
pies; Soit propofé de décompofèr la fraâioa 
I j A . B 

en ces deux autres 



• 



fxH^-^hx t-^fx g'-i-hx* 



dans, ce cas on a x' == I 9 donc = o , ' fie (uppo- 
îmt e Hh/x = o , on tire x =— -^ donc par la 
régie donnée drdefTus le numérateur de la fraûion 

égale à A eft — 7jx/=*=/3& pmfque la diiFéren- 
ce de ^ -4-/x x g-^ hx tUfdx X g -h hx '^ bdx 



è -h fx =: fg "^ e h en divicint par dx fie mettant 
1-* 7 au lieu de x , donc le dénonûnateur de la fra,6don 



égale i A c&fg"^ ei'i par conséquent A = ,~-7 s 
ôn trouve de la même manière , en fuppo^t g -+* 

ibX' = 0,B==-T TT , donc •=====r-— =5===r sa* 5- 

T i? • I 

^^ * 



Pareillenftnt pour réduire lafra^on r-, *i\ ^ i 
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on {uppofèra que les divifeurs du dénominateur 

<< A B C 

que 



on a donc ici A = x , fie la ^ppofltion de tt^K. — ^ 
?= c donne ^ =» - , & la différence de H' — ^^* -H 
/^ — tf ou de iû^Hl X Âv^ X À^v^ divifée par 
i/^ en y fubilituant - au lieu de z eft égale à 

t ;• 

iei(AjQ( — kK^fi — ifex.A« •+• xxIm ____ A\ — x/ X k/jL"-^ xm 
— ■ — , 

K X> 

kk 

d*où l'on déduit A = . . — ., 5 par un 

k\ — x/ x ièjK -— xw * 

calcul femblable ea fiippoiànc a.^ -^ / « p pn troUf 
ve B = — • == — = y de en luppofant ft^ 

k\ — x/ X//A— xw * 

^- I» = o , C = -r-^ V — -— ..M, : Cl pn fubfU- 

tue ces valeurs dans les fraâions (impies ci-dedus^ 
la fomme de ces fractions égalera la propose. 

KeMAJIQUE' 

'60, Nous avons fupporé dans le Lemme que 
rexpofant S de x dans le numérateur de la fradion 
propofée eft moindre que l*expofant A de x dans le 
dénomifiateur , ce qu'il eft nécelTaife d'obfèrver > fie 
la raifon en eft que dans la fomme des fraâions* 
fimples auxquelles la propofée eft réduite , la va^ . 



f 



\lh ' K Ê © U C T l'o N 

iriiible x ne ,peuc avoir un expofant égal ou plus 
grand que celui qu'elle a au dénominateur : pat 
exemple , qu'on fuppofe une fraâion donnée rédûi- 

*>'a B C f ^ 

te en ces trois h : — i > puifquc 

les quantités A > B , C , font données , il eft clair 
qu'en prenant la fomme de cette manière -* ''- 

■ * > 

^■^^^^^^^ M^^^^^m^ Maa^M^i^^^ 

..; t-k-fx X g-^hx X k-irlx 

X ne peut monter qu'au quarré dans le numérateur ^ 
au iiéu que dans le dénominateur elle monte au 
cube. On voit que le même raifonnement a lieu 
fdans toutes les autres fradions auxquelles on fup- 
pofe qu'une iraâion donnée eft réduite. Ceft pour- 
quoi i*ll arrive -que dans la propoféc - - « 

X*m.*nJ^?.^ ^0^ l-^poûnt 9 foit égû 

ou plus grand que a , il Hiut préparer la fradiion en 
divifant le numérateur par. le dénominateur enfbftè 
4^'àti prenne \Jjc^ pour le premier terme du divi- 
feur^ & continuant la divifîon jufqu'â ce qu'on vien- 
ne à une fracStion , dans le numérateur de laquelle 
hexpofànt de x -eft 'moindre que a , & cette dernié* 
jre fraâio|n fe ré^udra.par la régie précédente. 

Corollaire IL 

9 

6ï. S I la fira^ion propofëe avoir cett« iôrmç 

le 



" 
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le numérateur étant fuppofe moindre que a , on la 

xéfbudroit en piuHeurs fraâions (impies de cette na> 
ture 1 . — I ■+• &c. par la mcmc 

e^fx g-\rl»x ^H-/* * 

méthode dont on s'ell fervi dans le Lemme : car 
fiippofànt L -¥• lAx 4- Nx* H- Px* -4- U** = 



e -i-fie K g-^-hx X k-Jhix X &c. == K , & donnant 
ki ks mêmes valeurs à Q , R , S , qu'on leur a don- 
ne dans ie Lemme / on aura i» -+- ^x -i- ex* •+- J^x'. 
&c. = AQ -^ BR H- es -H &c. & lorfque ^ 

x = o,oux=- — y,* — ^--^ f^— l^j^ 

dYi 

rh &c = AQ , & puifque Q = ~ = -r ^ 

M — iN 1 -^ 3? 15 . ..:.. — AU ^^ 

. L IL ^ on déduit A = 



iL ^ tlL — jvl_ 4- &i. x/ 



f ff f 



} 



* «.^^ .*e* — « 



M— 1N7 * 5PI1 — aUÎ 



*, de la même 



ttianicrc en ftippoOmt ^ ■+■ i&x = o , on trouve B 






a'^bL^ cil. -^ iL. H- &c. X i& 

» & fuppofant k, 

M — »N4H.3Pér — aU4 



,<-« ^i. H- r^ — J^ ^H- &c. K / 

Q 



I 



/ 



M M 
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& ainH des autres. L'on voit donc que les valeur» 

de A , B , C 4 &c. dans ce cas (ont (anblables â 

celles qu'on a trouvées dans le cas du Lemme > & qu'il 

n'y a de différence que dans les numérateurs qui 

changent (iiivant les numérateurs des fraâdons pro« 

pofees. 

LEMME II. 
€t, SOIT fropofi di réduirt U fidSioti • • 

en plupturs fiac- 



L -H M* -H N** -H P*» H- U** 

tions dont les dénominateurs fiient trinômes , comme 



a-^ bx-^ cxx t -^fx -*-g** b-Jk-kx -^ Ixx 

ûH /ùppofi encore que ^ efi tm nombre moindre que \, 
Il faut fuppofer L -f-Mx -t- N;if*-h Px? -+-U;r*. 



«= a-^ bx -♦- cxx X * -«-/x -I- gxx x h -^r kx '■¥' Ixx x 

&c. on {ùppofera auffi «^/x«*>gxx x h-^kx^ Ixx n 



^m^.^)^ 



&C. == Q > «« -1- ^x -H tfxx X A-#-iix-*- /xx X &C, 
^ R , a -^ bx ^ cxx X * •♦• /x -t* gxx x &C, =b Si 

cela pofé , on aura , . ,. — . . , ^ . — . ,^ =» 

Ah-Bx C^-Dx • E-»-Fx . . 

&C.Ô£ 



fx'^pex 



<• -*- ^x •+■ fxx e-^fx-ir €xx h •i' kx ^ Ixx 



x« =A-hB;^ xQ-hC-hDxxR -h E-*-F*xS 
&c. mais (i on {ûppofe.tf •+• ^jr -H cxx = o ,. alors 
on a R= Q, S*=io, &e , ^ par. confequent x* = 

A-*-BxxQ> ficfiles racines de l'équation <t -h ^x^ 
rfr cxx = o font i»-J-«x = o,^-i-^x^o,oE 
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'aura X =:-^ ~ > & x =— ^ > lorfque ^ = — . — , 

< ■ ■ ■ 

& lorfque * = ^^ , Q = * -/^ -+- ^^ X 



te 



j& — y^- -h /^ X &c. pour diftingucr cette dernière 

y^ieur de Q de la première ^ nous U marquerons 
par Q"i ain/î pour les deux différentes valeurs de 

* , l'équation .;if' = A H- Bx X Q fe réfoudra en les 
deux fuivantes -i»-r = A— B— XQ,— -j- = 



A — B? X Q" , 'd'où l'on déduit A 

fc B =. ... ^" — » ces valeurs fuppofenc 






1. — JlxQQ" 



que Ô eft un çombre impair : mais Iprfque ^ eft 
égal à o , ou à un nombi^ pair , alors on aurs^ 



]e.s valeurs fuivantes A = ^ — < — ^ — & B 






//w* — ' 









Qij 



•■» 
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Pareillement en fuppofànt e-H/V -^ gxx 



on a Q = o , S = o &c. fie *• = C -h Dx X R, 

& fi eH-jx=sso,/«+-w*a=o, font les racines de Vk- 

T 

quation e -^jx -h gxx = o , o|i aura, x = — - , & 

jr = — - , d'où par un calcul fèmblable à celui 
qu'on vient de Eire pour A & B > on trouvera C = 
R;;rr7 -4- R ;7=:r 2:«>;v~.-4-K. ,,._, . 

— ^ Ou JLI =s: — ■ '> 

il faut fè fetvir des fignes -4- — Jorfque fi eft ui> 
nombre pair en y comprenant' le o , fie àt^ fignes 
*— -+- lorfqye c'eft un nombre impair. Les vakurs 
de E , F , &c. font femblables. C. j^ F. T. 

«Cok.ollaib.eL 

^ 6^* Dans le premier Lemme on a refolu une fira^ 
iîHon compofée en plufieurs fractions dont les dé- 
nominateurs étoient des divifeurs fimples du déno- 
minateur de la propo(ee : #iais quelquefois il arri- 
ve que ct% divifours filles deviennent impoffibles., 
ou ce qui eft la même chofo , que l'équation L -f- 

Mx H- N;ir* -h Px' -H \}x^ = o eft compoTée de 

racines imagiiiaires^^*ô*r puifque l'on fçait que le pro- 
duit de deux racines imaginaires carrerpondantes> 
donne une quantité réelle > & que ces racines font- 
toujours un nombre pair dans une équation ou il 
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n*Y a point de quantités incommenfurables j il fuit 
que dans ce cas , où le premier Lemme ne peut 
avoir lieu , le fécond donnera la réduaion de la 
fraâion propofee. 

Corollaire IL 



^^ Si l'équation L-H Mx •+■ Nx*-|- Vx^ 

'Uat * = o , a des racines imaginaires & d'autres réelles, 
on la réfbudra encore comme dans le dernier Lemme : 






car {tippofbns -— — • — 

^^ L4- M*-^ N;ç*-t- Pjs' -hUx'^ 

Am-Bx Ch-Dx , H ., 

-— — - — -j _ jjc. _(« ■ ■ ■• ■ . Alors on 

a-¥'»X'^cxM! e^fx^gxx Â'^lx 

AUrxQ==^e^fic^gxx^ &c. X rn]^;R =a-i-^X't'Cxx 
X &c. X k-¥-lx 3 S = irnhïT^ITJëx '^ r-i-/^-i-gxx x &c. 
or ayant égard a cei valeurs on voit que les^ quan- 
tké& A, B,0, D, &C. feront exprimées par ïts mê- 
mes formules i & la fùppofîtion de 4 + ^^ == o don* 

ne Q= o,. R = o &c Ôc — j'ss ^,& — ~=H 
XS, &H= — ^x|, S étant ==* — ^^ ^ rli 

X f — fj -*• gjj- X &c. Ce cas a lieu auflî , lorsque 

l'expolant ^ eft un nombre impair. 

Pour faciliter davantage la réduction des frayons 
compofées , nous allons appliquer les formules pré- 

^cédemes à un ou deux exeiAples : mais afin d'obviés 

Q' 
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à quelques <li£Sculcés qui pourroient £ê pré&ncer dans 

le calcul 9 on mettra ici trois remarques. 

L 

Quoique nous ayons obfervé que les racines — > 

•^ &c. £bnt quelquefois imaginaires , cependant il 

n'y a pas lieu de craindre que les valeurs de A, 
B, C, D, &c. fbient embarraffées de quantités 
impcfUbles , parce que les termes du numérateur, 
par exemple de la formule égale à A » fe trouvent 

toujours divitibles pat le divifeur — — ^ •- , & que le 

quotient au(& bien que la valeur du produit QQ" 
n'eft compofë que de la ibmme & du produit det 

racines ~ , ~ : or on fçait que la fomme & le prob 

duit de deux racines impoflîbles correfpondantes 
font des quantités réelles. La même chofè doit s'en* 
tendre des autres formules. 

I L 

Une quantité telle que a* -^ b* peut toujours 
cure divifée par * — é» > pour avgir une formule gé- 
nérale qui en repréfènte le quotient , on n'a qu'à 

faire la divifîon . & on trouve — ^^^ = <t»— i _l, 

a — è 

4»-»^ -t- 4»- 5^ -H 4»-*^ -4- a—^h* -t- «ce. le der- 
nier terme du quotient eft celui où l'expofànt de 4 

cfl égal a o , ainfi • 'Jj^l = aa -h âh '•h hh : cette^ 
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formule fait voir ^ que le quotient de 4» — ^ divifé 

par â. — h eft toujours égal à * H- ^ élevé à la puif^ 

iànce marquée par » — i en ôtant les cocfficiens 
de tous les termes. 



I I I. 

r 

Quand on connoît la (bmme j & le produit r 
de deux quantités ^ 6£ ^ , il eft Sicile de trouyer une», 
valeur de 4» -k- ^ qui ne contienne d'autres quantités 
que X & r : car puisque ^ -H ^ = j , & 4^ =s= r, oa 
aura *<»•+■ i^h -^ bh = ss , 6c aa, -^ hh = ss -^ 
ir , pareillement a^ -h 5*4^ 4- fahb -^ h^ =s s\ 

mais 544^ -+- $ahb = }4^ x s-hb =: ^rs par coa. 
iequene 4* -+- ^^ = j' —. jrx > de la mcme manière 
on trouve 4* -t- ^ = x^ — 4rxx + trr , U ainfî on 
peut continuer ces valeurs autant qu'on juge à pro- 
pos. Ces préparations étant {uppo^ees. 
' Etakt donnée l'équation L -H M;^ -{- Nx* -+- P;^ ^ =^ 



fx -t- gxx X 4 ■+■ ^<^ > foit propofë de réduire la 
fra<^on =—. — . . ^ kt * _^ n ^ ^^ ^^* deux, autres 

: on {ùppo(êra donc e-^fx 



e-^fx-¥'gxx ^-f- ^* 



^jfx = w-f- «;ir X ^ -h ^* = W^ H- mqx -f- «^^ 

-4-. a^*jr\^ ce qui donne tnp = ^ , mq -^ 1^ "^f* 



«^ == Jî * ^^ l'ofl ^re -^ H- •? = - . Maintcnanc 
pour iè Servir des formules données ci-defTus , on 



»x8 R E P V C T I O N 

voit qu'on a dans cet exemple =p o , & par con- 



lequent A = — ^ = ■ j 

mais l'exemple donne Q = 4 "" ^--- > Q" = 4 "" ^> 
& O- — Q — Œsjtx^ — — — — 2 ^/, or cet. 

te quantité étant divifée par i — — ou — — ■ don- 

nera pour quotient 4 "" — — —\ = 4 — /— * & 



puifque QQ" ^ KK^kl . i + i+^/Z^^^^ 
femblable calcul on trouveroit B == — :? = — ^ — ^ 

g/ 

" kk^fkl-k-eU ' ^^^ trouver la valeur de C il faut 
fe fervir de la formule C = jj x ^ du Corol. z. on 

a donc ici^ =. i , & S= # "^/j + ^jr, ce qui 

donne C = gkt^fkl^eîl ' P^^ conféquent on aura 

L4- M;f 



• _- * 
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}_ g^ — // — s^^ 



11^ 



: Si la fradion propofee étoit celle-ci 



======= — ■==• , pour la réfbudre on 

k fuppofêra égale à la (omme des deux fuivantes 
. 1 . gj puilqae fl = 3 qui eft 

lîn nombre impair , on aura A = _i!JZl ^— • 

,__ " i — , 8c fi on fuppofe â + hx H^ cxff^ 

■ ■ p m ' ^^^ 



ssm-^nxXp-^ qx =^mp-^mqx -^npx^nqxx^ 
on aura fnp^= â.^ mq -^ np =:^ b,nq= c, 1-^ 



Z = - . & ( par la troifîéme remarque ) — -f. — = 
, onauraïuffi Q = '— /T"^^?"» Q 



^ . .22 j..Ài...,^iauitQ"^-.o^ 

y^ mp"- r w*?"* *V- »Y 









\ 
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& fi on divife cette dernière <juantité par i— — 

ma — np • f.mpxma-^np m^f- /» 

= — . le quotient eft -^ — -^7 — -e -^f =« 

— # f : en chctchant <le la mcmie marnére 

ce ce' 

k valeur de.QQ" j, on troove A = - - - 



i-V^^ — ècef^bbeg — laceg-^ acff — ^^/g + ^^JS 

> , PareilIeiHcat en iucwitûant, 

ce& valeurs dans la formule B = - ^'*^^' — — ^ — ^' 

-2..— ^X.QQ" 

ibe—^ ace- — abf -^ ttag 



on trouve B = ■: 

ec — az •¥• bg^— cfx b-e*^af 

Pour trouver les vaÉurs deC &: D, il n^eft pas 
çéceâàite de faire un czksl comme celt^iqja'oji 
vient de faire pour A & B , car en comparant en- 
femble les formules il eft facile de voir que la for- 
mule qui donne la valeur de C eft fèmblable a ceL 
fe de A , & la formule de D à celle de B , & que 
tout le changement qu'il y a^ à faire confifte à fub- 
fHtuer refpedîivement ,4,^,c,âla place de, ^ »f,g y 

par jeoniequefft on aura C 






& D = Li, ^ — v ^ ^z = î on a donc toutes 

les valeurs des indéterminées j ce qui donne h ré- 
duction Kquife^ 
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CORO LLAIRE III. 

€^. Si la fradion propoTée étoic de cette nature 

— - , enforte <jue L -h M^ -H Nx' -+■ Vxi -4-; 

XJx* = I H- x^ , on auroit L= i,M = o,N = o 
P = o , &c. U = I , & fi on fuppofe i -+- x 

^^■■^■■■^^■■Mi^^^HM^MvaH^^^^^^aa* ^■M^B^BW^HMaaaiMMBBMi^MHM* mmm^m^a^mm^Ê^m^am^^^^^^^'^^^ 

-,, X» A-hBx C-4-Dx 

occ. on auroïc = -h 7 

I-l-X^ I— l^X-f-XX I — 1^X-I-X4: 

* " &c. Dans ce cas on peut abréger 



> 



les formules de A , B , C , D , U.c. de la manière 
fiiivante : Qu'on fiippofè i ^ i4x -h ^* = o , & on 
tléduira x = * + v^^ITT , & x = <t — v'^ — i » foit 
* "+- v'^T^ = /, & 4 — 'JTT^ = «? , & on aura 
/-t-^ = i4, /i»= ij maintenant par ce qu'on a 



fait voir dans le Lemme on aura /• = A+/BxQ, 



& w* = A -h »B X Q", ce qui donne A = -p: — = 



"■■^w^ 



I»— «/ 

'--—=—, Se B= -*-^— ^ ;mai$ 

puifque i-t-x^=Qxi — i<f ^^ ^ xx , on aura 

^^x^-^dx =srfQ X I — Z4X -h XX -*- Q x xxdx^xadxy 
fie dans la fuppofition de x «— %ax -^ xx =^ ô te 



X = /, A/*-^' =Qxi/— . 2,4 . ôc lorfque x = w» 
Aw* - « =* Q" X xM — i4 : or de ce que l-hnn= x* j 



^3X 
on a 1/ 






/, d'où 
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rontireA/*-' = Qx/ — i»,&Ai»*-» = Q"xi»— /: 
de plus puifque la {ùppondon de i — ^ax -+- xx = o , 
tlonne aufli i 

i'' as — I & J»* 



o , on aura x 



I , ou 



I ,& par confequent Q x / — » 



A/^- 



y,&Q''xw — / 



X|» 



A— I 



1» 



qu'on mette ces valeurs dans les formules de A , & 



B , & l'on trouvera A 



,B 



m< 



A A 

Par un calcul {bmblablc en {uppofant quft ^ &*^ 
ibnt les racines de l'équation i — xbx -^r xx = o 



on auroit C 



>D 



:1e 



sva- 

A A 

leurs des autres termes E , F , &c. {ont (emblables. * 
Si l'expofànt a eft un nombre impair ^ on a 

— 1 ; &c. H 

I — IrfX -h XJf 1 — X9X -I- XX I -»- X 



ï & les va- 



leurs de A , B , C , &c. étant déterminées telles 
qu'on vient de le voir , on trouvera de I4 même 
façon la valeur de H } cat fuivant la méthode don-* 
née dans le Lemme on aura ici x* = H x S , & 
jfuppofànt iH-x = ooux= — I, i=:H x S 
lorique efl égal à o ou a un nombre pair , 6i 
r- I ■» H X S lorfque eft un nombre impair y mais 

puifque i-t-x^ = Sx iH-x,ona ax* — ' J> =« 
^S X I -t- X rh SJx , ce qui donne S saA lorTque 
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I ^^ ^ = o , d*où l'on dé4uit H = - lorfque S eft 

«n nombre pair , & H « — ^ lorfque I eft un nom- 

:i>re impair, 

^ Si le dénominateur de la firadioii propofee étok 

i — X* , on auroit — — z= -^'*"^^ \^ 

_C^ Dx ^ G H , 

r ~- ilTiïr^ *''• ■*■ T^i::^ ■*" r:;::; > *o"^ue a eft un 

nombre pair j & — ^ = ^"*'^ . C-t-Ux 

^^* ■*■ 73^ ' lorfque A eft un nombre impair r & 
iaifant le calcul comme dans le cas précédent oo 

trouve encore A = ^'"*" ^' , B « — ^'^^^ -h »«■*-' . 

A * l > 

« ^1±1' , I>« -- t±l±i±! ^ g^c3 auffiG=== 1, 
f & A étant des nombres pairs ou impairs i & H = — 

k>rf<îue 6 eft un nombre pair, & H a. — -L lorfque (f 
eft un nombre impair. 

Si on avoit eu , ^"^ «,- 

1 -»- ZrfX -l- XX ' 1 H- 1 ^X -H XX ' 

ikns ce Corollaire , en fuppofant encore x =s / , 
X = iw , X =p, X =:q , &c. on auroit trouvé le» 
Hicmes valeurs de A,B,C,D, Sec, 






Rii; 



I» 
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c0ti.oi.laire iv. 
^^. S I la fjra^n pcopoi^e avoic cette fbri 

, &; qu'on fuppole i — zU^ -+- ^** 






I — l<tX H- 4fX X I — Z^Jir -h XX X I — xtx -H 9tx 



4t« A ^ Bx 



X &c. on atiroit -= — = -h • 

C •4- Dx E •*- Fx - - , . 

■ &c Maintenant on 



1 »«-" lijf +• XX I --»- E-tfX H- XX 

Voit qu^on auroit ici conune dans le Corollaire prë- 
«^4ent A =s= - — =:=£:— - „ , B 



«•• 



Q^x » — / Q['x>» — / Q^x/ 



— — ,=r=, mais parce que i — xf x'^ 4- x*^ = Q X 



1 — xax H- XX, on aura — itKx^'" ^dx •+• tKx^^-^'dx 

<= </Q X I •— i<tx -H XX 4- Q X ix</x — z<f</x , cet- 
te équation , lorfque i — z4X-+- xx = o 3c x = /^ 

9 ■ ■ 

{t change eii \l''~^ x — xt—^xl^ 
== Q X /— wi & lorfque x = «i , \m 



A — I 




= Q" X zm — itf = Q" X /» — / > mais puifque la 
^ppp(kion dô I — tax h- xx == o donne auffi 

; •-» ux^-i^ *** 3= o , on en tire i* «= x^ •+ 






/•^ ' X^ ?«A 

= w^ H- /^ , parce que /«? = i & par conséquent 
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^3^ 



i* == __ 8i i»A = -_ î qn'o0 fubftitue cette valeur 
de ^t dans les deux équations ci-deflus » & l'on trou- 

= Qx7 




Il ■ I I ■ >i 

Q;' X « — / , ce qui donne A = 



Xx/'^ 



&! ^ = ^ ■>: - ■ '; * O» voit que le caL 

çul pour C , D ^ E , &c eft toot-à^ait fembkWe , 



& par confequent on auiaC 



lA— .e 



f 



A— *• 



Kx j^-*^^ 



>D 



i dcc. 



On trofuveroit encore les mêmes valeurs pour A; 

k fra<flion 



B , C , &c i fî au lieu de — -- 



* ■ fc. 



2/X* -♦- X^ 



étoit « 



z^x^ 



>lA 



Les règles qu'on a données jurquUcî pour la ré- 
duâion des firadiods cojxvpofëesi fuppo£ènt - que le 
dénomifiateiiur de la k^^n: proposée dk compofé 
et pro<kK de quantités inégales! >■ ntais dans ks cas 
où il s'efi crôuve légales j, il làiit fe» ikcwk de la 
ïttctJiodr fîtivâhte.^ > < 



'f • 



k • 
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LE M ME III. 

en plufieurs jtéBions fimfUs , Cexpo/km fi étaMjùp^. 
poje moindre que h fimme des quAnti$és /^ h- a ■*•> -h 

On fiippofera la propofée égale a cette lomme, 
A-*-Bx-i -CxV.-4-Fx^- ' G-^Hx-Hlx* -i-Mx^-^ 

*Ni-** ><^ h &c i ce qui donnera X* 



A+BxH-Cx* -^Yx'-yxg-^bx xk.-hlx^6cc 




W -hUx^-'xe-hfx xj-i-l x 

4- Qx' H-T*^-' X e-hfx\ 



ir^^Tît &c i pour trouver les valeurs des indéter- 
terminées A , B , C , ôac. on voit que la nature de 
cette dernière équation demande qu'on égale à zéro, 
la fomme dç tous les . termes qui font multipliés 
par la grandeur x élevée à une autre puiflknce que fi, 
le qu'on égale à x^ la fomme des autres termes qui' 
font multipliés par *• i par cette méthode on aura 
autant d'équations qu'il y a de quantités indétermi> 
jiées A» B , C , &c. & pai; le moyen de ces équa- 
tions on trouvera les valeurs cherchées , ce qui ioa^^ 
nera la folution du Problème. 



XX 



Par exemple foit propofée la fradtion == 

à léfoudrej 
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à réfoudre j en fuppoiânt ,'"' .- = ^"^"^ ^ 

^"===^1-, on aura 

JfJf »= A^^ j- xAgbx •+• khhxx 

C^/ -f- xCefx •+. cJyVj^ 

•4- l^eex 4- îDefxx -H DffxK 

Maintenant iJ iâut fuppofer ^lon ce qu'on vient de 
dire , 

A^jf -f- Cee == G.* 

aA^^^ -f- Bggx -h iC^ -4- D/tf;if = o. 

AffhxX'i-xBghxx-hCfxX'hiDefxx=^xx: 
' Bèbx' -^ Dffx' = o, 

êl par la réfolution de ces quatre équations on trou-; 
vera les valeurs de A , B , C , D. 
llfautfêfèrvi*dela mcme méthode pour réfoudre les 

fi^aétions de cette forte •■' — . — «- 



*-+-/*4-/** *^h-i- ky-i-lxx ^ X &c. 

CoROitAIltE. 

■ 

et, It y a de certains cas où on peut abréger la 
méthode donnée dans ce Lemme , par exemple lorf. 

que la fraâion donnée a cette forme ===== — ■ j 

e -trfx X g-i" hx 

car en fuppofant ,;===: — ' = ~— -^ 

s 
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B^C*-f-Dx* H-Gx*— I , 

^^^ , on aura ^» = A X 



g-hhx^-^B^Cx-hDx" +Gx*-» x*-4-/xi 



mais la (uppofition de * -f- /V ^ o , donne x 



V 



T&±s-=Ax^-y ,& A = J >CP 

prenant le figne ■+• lorsque I eft égal à o ou à un 
nombre pair , 8c le fîgne -— lorfque d efl un nom- 
bre impair : La valeur de A étant ainfî trouvée > on 
aura Êicilement les \^leurs dé B » C , D ^ &c. par la 
méthode du dernier Lemme > car comme nous y 

avons vu , on aura A^ -+- B ^ = o , lorfque. fl eft 
un nombre entier pofitif , donc B = — 2_ A 

-; -— ;, > de.mc.me puilbue Ajf*~"*Ax eft le fe- 

fl — oe , 

cond terme de la quantité g-^ hx ^evée à la puifl 
faHce A , on aura \g^^^hA •+■ Bf-h Cf =^ o , lorf^ 
que • eft plus grand que l'unité , ou a^'*""*AA 
B/ H- C * = I , lor(que fl = i , on trouvera donc 
l'indéterminée C , & aiiiH de fuite les autres. 

, r n- a •*• ix •¥• ex*- -¥• Sec, ^ ,f. 
. La traction -== — ^ le relouera par la mc- 

me méthode , en la fuppolânt égale a « 
" .,, ^ , amii on trouve A 
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• ; »/* — b ef"-' H- gg/^— ^ — 8cc. 

, > y eniuite oïi aura 

H—fh 

Ag'' -t- B^ = ^ ," d'où l'on déterminera B , 8c en- 
foite C , D , &c. 

Cette méthode peut auflî s'appliquer à la fraâion 



z^ en la {ùppofant égale à 



Ah^Bx Cj4-Dx-*- Ex*.....Hj«*--i - 

riT-j:;::^;^ **' ~^ ^;,^^^^^> " eft facile 

après tout ce que nous avons dit d'appliquer le cal- 
cul à cet exemple , fans qu'il foit néceflaire de le 
mettre icL 

LEMME IV. 

€9, TR OWf^E R une exprejjîon générale des finus 
(§^ co-jinûs dfs arcs de cercle multiples £iMi arc 
dfifiné. 

Du centre O & du rayon ÔA == i qu'on décri- 
ve une demi-circonférence de cercle ABQ, {fig. 3 j.) 

d'un point HKbit menée fur le diamètre la perpen- 
diculaire BD , & mq infiniment procke dé BD , 6s 
fur m^ la perpendiculaire B^ , & fî on tire le rayon 
BO , ôc qu'on nomme c le cô-finus OD qu'on re- 
garde coiiame variable , les triangles femblables 
ODB , B/r.i» donîïeront '&D{'^7ZITc) - BO(i) :: 

— de ' 

Bp (— ir ) . Bw = -== dinerence de l'arc ABi 

y/i — ce ■ . i - . • 

maintenant qu'on prenne l'arc AL qui foit a AB 

Si] 



• 
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comme X à I , & en nommant foa co-finus t ù. • 

différence fera ;^ , donc puifquc ces «es fo« 

en raifon donnée , leurs différences feront en même 
raifon , ce qui donne — i — . *=-j=r.= : : i .xi 

qu'on fuppofe félon ce qui a été remarqué dans ^art. 
$6 , ^= c -f- Vcc — I , ou r = , & on au- 



•mÊ^m ^ . « _•_ - «^ «^ •>4 



^^ _ I -XX X ^^ ,.; V-IH-XXX-X 



la — tf c = ^, VI — ce 



xxV 



ixx »x 



i , ce qui donne 



IX ' I 



tff xV— X 



pareillement en fuppo/ànt f = ^ , on aura 

• "—dt à y tK «/f 

:7='--= s» — =-r= & par conféquent , — » . —7= 

^1 — tt yyf — I ' * XV — I fV-^t 

:: 1 .A, donc — = — : or puisque les arcs AB , 

s'évanouiffent lorfque f = i , & par confëquent lorf- 
que X = 1 &j>= i,en prenant l'ini^grale de l'é- 

\dx a f * I I 

quation — = -^ , on aura ( par Tart. 17.) log. x*" sss 
log. _^ , & par conféquent x* = ^ : delà on tire ^ =? 
~— , mais parce que z.= f -4-v'cf — i,&sj.==; 

(T— vc^— I , on aura *= 



'A - ■ ' A 



Vcc — 1 -u f — Vcc 



L à caufè que^^vct 
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X c — Vf f — . 1 = 1 & ainh f -r-V^rc— î-a 



> 






.qu'on {"uppofe >/cc — i = » , & on aura c -»- V^c = 

= ^ + Af*— I» -I- A X -TI- X c*— »»»-»- A X —Tl 



X X c*— î»* -+- A X X X 2 L X 

3 . » 5-4 

'; - * 

r*^--4<t* -t- &c. tf — Vffc — 1 = f* — Af *- »« H- A X 

^~~' ^* — i t . ^ A — I A— 1 X , 

— X C'' *<i^ -f. A X — — X X r**"»»* .4« 

2 13 ^- 

X X X X i X c''-*«* — &c d'où l'on 

* 3 4 . 

tife /= c^ + Ax ii-nixC^-'^^'-HAxillixîCri 

X i X c*—*ur -i- Sec 

Si on nomme s le fînus de l'arc AL ^ on aura 



'4r ^^ 



• tf-i-V*^ — i -l-f — ^fc 



V I — f f . 



1 



cette valeur étant réduite en ferie & mettant u pour 
'^ff — lyoCVi-^cc^ouiVcc — I x'V — I, on trouve xs=s 

1 3 

;A X X -^^ x ^Ili X -~i x C^'^y»* -h $£C 

; » 3 4 j 



S» • • 



X4t Réduction 

CollO|.LAIR^ L 

70. Si au contraire on avoit nommé c 6c t les 
fînus des arcs AB, AL, & xle co-Hnus du der- 
nier > il eft ^ile de voir qu'on auroic trouvé les 
mêmes valeurs de f & x , car dans ce cas on auroit 

" r — fdc'i '—âc 

BD(0 . BO(i) :: B/»i-==> . ^m = — = 

cvi — ccj yi — ce 

comme dahs le Lemme ., & de même la -difTérence 
de l'arc' AL (èroit : «'d'où il eft clair que k 

ref|e du calcul fercMC le même que dans le Lenune^ 
& par conféquent le Hnus d'un arc étant donné on 
.trouvera par les formules ci^deiTufi les (Inus & co- 
fînus des arcs multiples. 

Remarque. 

71. Ok peut (t (èrvir à^s mêmes formules pour 
trouver les (mus & co-Çnus » ou plutôt*' les ordon- 
nées ôi les abfciffes qui répondent aux fédteurs hy». 
perboliques : car qu'on décrive du centre O (y%.3tf.) 
& du demi-axe OA une kyperbole équilatére AB, 
& qu'on prenne un feâeur quelconque OAB & un 
antre «redeurOAL qui foït à OAB commet à i, 

& ayant tiré fur . Taxe les perpendiculaires B D , 
IN , (î on nomme OA , i i OD, c \ ON , ti 
LN, j ; la différence du fedeur OAB (par l'art. X7.) 

fera . , & la différence du feâeur OAL fera 

^^ ce — I 
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•s 



= , & il on fiippore c = ,/ = - — .-=^ 



',,,-. ^e dx dtm dy 

on déduira = — _, & . ■■ — = -4- «e 

" . j </* «/y „ \dx dv , 

qui donne —-.—:: i .a., & — = — , donc x*= 

* xjc xy X y 

y : on voit dc-là que tout le refte jlu calcul feroit ici 
le même que dans le Lemme , excepté que dans la 

valeur -de j , il> Êùit fubflituer ^cc — i an lieu de 
*^i — f C, parce qu'ici on a * =: V» — i. 

On doit encore obferver que ce qu'on n'a trou- 
ve que par induâion dans l'art. 41 , eft réfolu dans 
ce dernier Lemme d'une manière générale , mais 
peut-être moins propre au cercle , paifque dans cet- 
te dernière folution on a été obligé d'introduire l'hy- 
perbole afin d'avoir l'intégrale de l'équation ~L = 

X 

~ y néanmoins ceci fait encore voir le merveilleux 

y 

rapport qui -eft entre le cercle & i*hyperboie , & la 
fîmilltude des calculs qa'il Êiut faire pour décou- 
vrir leurs Mppriétés. 

C0110LLAIX.E IL 



.71. Nous avions dans le Lemme r == ^ ** , 

'''■'■•■■•'• ■'■■>.)')■.'•' xJe . i 

OU ï — xex -t-xxsso, & / = — _ ou I — iftr* 

xx'^ ■ 

x»^s= o 5 & puifque x =■ c |4- y/cc-^i ^&c x = c 
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Vf f -— I , u on luppore c-^^ec — i =^l ,C'^^cc 

l •¥• m 
= I» , on ^ura — — = Cy6clm=si,6ct 



■* 



/*-h »* 



'V ce — I -*-f — V ce — I 

, * . * /^ — »»* _ 



d'où ileft clair que fi f^-r^ matque le co-finus d'un àrc 



/»-H»i» 



quelconque AB, marquera le co-finus d'un 

ârc AL qui eft à AB comme x à i , & -^ — »' 

en marquera le finus. Outre cela nous avons dé- 
montré ( art. 48. ) qu'une quantité telle que 1 1+I i-t^ 
i4- jf »* eft compofce du produit des quantités i , -• 

lrfX-*-XX, I— l^X-f-XX, I IfX-*-. XX, &C J 

oous avons auflî cnfèigné . dans l'art. 66, la manière 
de réduire • la fra^on — ;;= -. — t- a toutes fes fra- 

I -4- xt*^**- x** 



Ûions compolantes ' f -, -H 

* I — xax -»- XX I — ^gx +- XX 

_ -^-f ^ -r*- &c, mais les valeurs que nous y 
I — ifx-i-x)e 

avoni trouvé de A , P, C , D, ^c. s'éçlairciflènt 
parÊiitement p^r ce Corollaire > car oji voit que la 

valeur de A qui eft — ^^^^ ou ^^^^==^^= 

eft 
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«ft égale au finus d'un arc , qui eft à celui dont « 

cft le co-fînus comme a — ôà i , divifé par 

le finus d'un arc qui eft à celui dont * eft le co-finus 
comme a a i , le tout divifé par a } de forte que fi 
l;on prend un arc A B (">%. 35.) dont le co-fmus OD 
eft égÊ ia,ôc enfuite un arc AC qui foit à AB 
comme a — à i , & un arc AL qui foit au même 
arc AB comme a à i , & qu'on tire les finus de 

ces arcs CG , LN , on aura A = ^'"'* — ^*~" * _ 

^^ l^ ' pareillement fi on prend l'arc AE qui foit 

i AB comme a — fl — i à i , 6ç qu'on tire le finus 

£F^onauraB = - . 

A X /* — m* AxLN* 

on fera la même choie pour les autres indétermi- 
nées C,D,E,F, &c c'eft4><lire , qu'il n'y a qu'à 
prendre des arcs dont les co-finus font égaux à ^, 
c , &c Ôc prendre d'autres qui foient en même rai- 
fon à ces arcs, que les arcs AC,. AE. , font à AB, 
& tirant les finus on aura les valeurs de , C , D , E , 
F , ^c. qui , comme on voit , feront tout-i-fait ferar 
blables à celles de A & B. 

COROLLAIIIE III. 

73. En reprenant les deux équations qu'on avoit ati 
commencement du Corol. précédent, l'-^tcx-^xx *s 
Q, I — itx^ H- x^= o, ôc fuppoiàm f == H^i, c'èft-a-dircj 

T 



yx — I— .1 ^x—#-_, gp 
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fupporant que l*arc AL devient égal à la demi-circon- 
férence ou a la circonférence entière, on aura i -i- ix* 
-1- x** = o , ôc 1 — x^'œ g , ou I -4-x^=o*, Ôcpuifque 
*• A-i-Bx C-»-Djtf E-^Fjc 



rJ- &c. où l'on a ( par Tart. (^5. ) A = 1 ^"^ "• 



i or /• _i- »• , par ce qui èft démon- 

tré dans le Corollaire précédent > eu égal au dou- 
ble du co-(înus d*un arc qui eft à l'arc , dont a ou 

, **""* eft le co-finus , comme à i , & de mcme- 

X 

/•-<-« -4- I»»-*-» eft le double du co-fmus d'un arc 

qui eft à l'arc , dont a eft le co-Hnus , comme ô -h i 
à I f ainfi fuppofànt que l'arc AE eft à AB comme 
ô à I , & l'arc Ac a AB comme -*- 1 a i , & tirant 
EK & CH parallèles â AO « & qui rencontrent la 

circonférence aux points K , H , ces lignes feront 

les doublet des co-finus des arcs AE , AC , & par 

EK CH 

confequent on aura A = — , B a« On trou- 

A A 

vcra par la mcme méthode les valeurs de C ,• D , 
en prenant un arc dont le co-finus eft é» , & les va- 
leurs de E > F , en prenant un arc dont le co-(inus 
eft f j & enfuite d'autres arcs qui foient à ceux-ci 
dans la rai^ de^ar,6c ded-i-xài,& leurs 
co-fînus donneront les valeurs cherchées qui (èronc^ 
(»nune il eft évident y tou^àr^c femblables à cellçs 
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<Ie A &: B : on fera la mcme x:hofe pour tous, les 
autres termes. 

Ces chofes fuppofeès il fera très^facile de trouver 
les intégrales des différentielles binômes , comme on 
verra dans le Problème fuivant. 

PROBLEME IL 

74. TKOVVtK. îintéffde. de U différentielle 

■ * ^ . ^ > - éfàttt une fraBion pojttive moindre 
que t unité* 

En ïuppofànt î'^ = x , on a -vu i (art. 5 5. ) que 

la propofée fe <^anee en cette autre -— J^i x 



_ lôrfque f eu une" quantité pofitive , & «n 



celle-ci 2;^ X '1^ (par l'art. 5^.) lorCjue / 
eft négative : encore par ce qu'on a feit voir dans 
les articles précédens & Tiirt 4i7.> on il •— pVi^^ x 

XC^x^jvPx^x.^^ ^^ ^ ^ ^j^ 1^ . que / & « 

font les racines de l'équation- % *^ xax M- if^ ^- oi 

., . ' . /'-^ » «i» ne*'"*' 

On aura (par 1 art. 6^) A = — • ; , p -r^T^. 

Tij. 
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, & ayant divifé la circonférence du cer- 

A 

• ■ • 

de & fait le refte de la conftruâion comme dans 
l'art. 55 , l'intégrale de ■—-- — ^^— (par l'art. 5i.) 

eft égale à > (PBO) fig, X3. ou (par l*art. yx.) 
— : ( PBO ) , & par la même raifon on aura 

» — m V — I 

r x^if CBP7 l^iti • . . 

i-on déduit /iA£i±i^^ = « 7^:;:^ |^\^. 



...._ (PBO) \ maii 

l—mV — I 



■*^^ 



par conféquent ./aA^xh^aBx^/x ^ _ ^-^—-^ rPRv 

* I — zax-t-xx IBOJ 

4./'^w'v'_, (PBO). Cette manière d'exprimer 
l'intégrale eft trè^-claire , puifqne par les art. jz,- 
73 > ^' H- »' dénote ,1e double du co-finus d'un arc 

qui eft a l'arc AB , dont on fuppofe que a ou -■"' 



eft le co-finus , corhme A a i V & /' -r »f y.- ,. en 

marque, le double dit finUs. • ; 

^^ ^Pareillement Ci p 6c q font les racines de l'c- 

fqtfation i— xfex-+-x^=o, h étant Je co-finus 



• 
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de r^rc AD , on aura - — - = ^ , ^^ == 1 , & 
.\Cdx -^ \Dxdx . . , fDPl -7 — , , — 

(PDO) , ou ^' -H ^ marque le double du co-fînus. 



& ^' — ^'V— I le double du finus d'un arc qui eft 
à l'arc AD comme j^ à i. Les intégrales des autres 
termes s'il y en avoit feroient femblables. 

On auroit encore les mêmes expreffions des inté' 
grales , H quelques-uns des co-fînus y a yh y c y Sec. 
étoient négatifs , c'eft>à-dire , il les arcs dont ils -(bnc 
les co-(Inus , étoient plus grands qu'un quart de 
cercle. 

Il iàut oblèrver de joindre ici les diviféurs {im- 
pies 1+^, I—- ;^, toutes les fois que les dénomi- 
nateurs 1 -+■ x^ , x — jr*, contiennent ces divifeurs. 
C ^P. D. 

. Pour faire Voir davantage la /Implicite de cette 
méthode nous allons l'appliquer a quelques exemples > 
nous y fuppofèrons toujours que la demi-circonfe- 
rence de cercle eft diyifée.en autant de parties éga-* 
les que A contient d'unités , & le refte de la canfbra» 
«ion expofée dans l'Avertiffemènt qui fuit l'art. 57. 

• * 

Premier Exemple. 

J • * • • • - • ^ . * 1 

Son donnée ladifFérentielle - V ^ dont on 

demande l'intégrale : on aura /=ai>&x=-x,fic 

Tiij 
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la propofée fe changera en cette autfc -v/ X 

^ dont l'intégrale félon le Problème 



tkdx'h'iBxd 



1 MX'^XX 



i8.) mais puifque Tare AB eft un quart de cercle, 
fon cofinus eft nul , par conféquent dri aura / -h 

»=o,&/— »^— 1 = 4, l'intégrale demandée 



eft donc-^*^^x4(PBO). 



Second Exemple. 



D^7»— *</^ 



Soit demandée l'intégrale de — -r-i — : dans 

cet exemple on a j^aa3, xàs 7 > & la propofëe fer» 



7Eff:±2!f^ ^. J^fl , rf , t, c , étant les ccfmm des 

I -4- icjT -+- •*"•*■ î ' — 



arcs AB , AD , AF , (7%. 3 3.J (^ par l'art. 45». ) : or par 
ce dernier Problème on a/*^ r^rri^T'"^' •*■*"* 

( 2l\ ^ /' — «5 v'— I ( PBO) i mais /' -h »» ^# 

/' — w' V^ I étant les doubles du co-finus & finus 
d'un arc triple de A B , c'eft-à-dire de l'arc AD , on 

a /'-*-»'=> ^ 8: /' — »»*/— I «4». i donc 
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ment on aura/-^ 1-^, ■= — /'-i-^j <~> •+• 

. "'1 — i^*H-** * ' \DOJ 

^5«^5^ir7(PDO)«4.y|2fj^,p^(P]X)), puif-, 

que l*arc triple de AD a — y pour le double de fon 
co-finus , & — X rp*' l'art. \%.) pour le double de 

fon fmus : de même /7E^^^±^!f^ « - j8 /^'i ^.4 
(PFOj: enfin la différentielle I~^ (par l'art, tfj.feft 
^"^^^ à j-~ dont l'intégrale ( par Tart. 51. ) eft; 

M HÏ5 f <îonc l'intégrale totale de P^"^*"* ' <^t. ^ 



<p (PBO)— p^ (PDO) -4-4 (PFO). 

Et u la propolee etoit --^: — ^ ^ , on trouver 
rôit fon intégrale de la même manière j car dans ce 

^^c r.« -,„r^ IH7'""</^ D7.74 7Arf* *' 
cas on aura • . ■ = —^s-—: v -*- ju 



7B«6if •+. TOi* 7EW«r + yExdx -jVdx -t- 7G«isr 

« -}• . A . «J_ _ ■ /*) 

1 — 24* tH ** I -♦- Iff^-f-** . I •+* 2Cir -f- «A* ^i 



Jfart. 45>.)> ^> ^i^> étant les co-fkius des arcs AG, 
AE , AG , & puifque par les art. 6 y & yi^f^lzft 

M — ' s J5f » ^ puifîjue le* double du co-finus de 
farc triple de AC eft— ^ , &: -«p. le double du iînûs. 



i^f Réduction 

I — XMx -4- ** \COj 

vCTT (PCO) = H [11} -4- 4 (PCO), Pareillement 
on trouve que y eft le co-fînus d'un arc triple de 
AE , & - X le double du fmus , donc /^Bfl^TE*^* 



Xétx ~^rxx 



■=» — y Iêôj — X (PEO) -, & ainfi en cherchant le 
doifble du finus ôc cordnus de Tare triple de l*arc 
KG , on aura l'intégrale de 7^^ -*- 7G^^ ^^ j^^ ç^^^ 

me de toutes ces intégrales multipliées par ^î'^ 
donnera l'intégrale demandée. 

Troisième Exemple. 



enfin 



dont il mut trouver l'intégrale. Puisque l'on a ici 
Jvb=7,&a=38> on aura ^ _ ^ ;_ ^8,7 ^ . 






I — • i**" H- ** I «— 2^* 4- ATJT I -f- ^cx -f- *•* 



étant fuppofées égales aux co>fînus des arcs AB, 
AD , A F , AH : mais, l'intégrale de ?~* "^ "*^ 



eft— /7-i.«,?|||j-t./7«.,^7ï/«., (PBO) 



,Zétx -+- j!r;c 



(BP) 
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\BÔj "*■ 4 (PBO j , puifque — • /8 eft le double du 

co-fmus de l'arc AH c'elU^lire de l'arc fept fois 
plus grand que l'arc AB , & 4 en eft le double du 
iinus. On trouve auffi ^ue — J^ eft le double du co- 
imus de l'arc fept fois plus grand que AD , & ? le 
«iouble du fînus , donc yiSif+JDW^ ^ ^ f dpI 

^ <P ( PDO ) : pareillement en comptant un arc fept 
tels plus grand que AF , on trouve que le double 
de fon co-finus & finus eft i^ & <P , ce qui donne 

iànt la même chofe pour l'arc AH , on aura l'inté- 
grale totale. 

Si la propofée avoit cette forme ^'""'-S ^ 
lelle fe changeroit (par l'art. 4p. J en celle-ci ^-i£^ 

j. 8A^.y 8B«tr-H SCxdx 9Ddx ^Edx-^SFxJx 
ï — * 1 — z<*-H** - 1 -H** I -+- ihx -+• XX 

SGdx t, 4 1^» 

â caufè que J^ -^ i =a tf eft un nombre pair , ce qui 
donne /îi^= /-i- «_ , (^) ; & /««i; 

^sT j^x *™ * \ïô)* ^^ trouvera l'intégrale de 
comme dans le premier exemple , ainfi pui£^ 

4^ue le co-finus d'un arc fèpt fois plus grand que A£ 
• V 
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cii nul ,' & que ie ûnus eft le rayon même dont le 

double ejl marqué dans les tables par v, qui étant ici 

8 Tidx 

négatifdonnera/'j-T:-^*»-* w (PEO) : on trouvera 

les intégrales des deux auttes différentielles de la. 
même manière que dans le premier cas , en pre- 
nant garde que , a ^ b , marquent ici les co-finus 
des arcs AC> AG. 

Ces exemples ruiHTent pour faire concevoir la gran« 
de étendue du dernier Problème , qui eft telle qu'on 
pourroit très-facilement pouffer la recherche de ces 
lortes d'intégrales même jufqu'à l'infinL 

Remarque I. 

75. Puisqu'il eft clair par la théorie précéden- 
te que les différentes intégrales que peut avoir la 

différentielle générale -, —•; — ne contiennent 

que des logarithmes .& dts mefures d'angles donc 
les modules ne font que des finus ou'co-flnus d'arcs 
de cercle connus > il fuit que H on peut détermi- 
ner la grandeur des modules , 6c des lignes dont il 
£iut prendre les logarithmes , & dts angles qu'il fzut 
mefurer , on pourra par les régies données dans la 
première & féconde parties évaluer les intégrales 
trouvées. 

Or là diviflon du cercle fàifànt connoître les an- 
gles AOB , AOC , AOD , &c. on coimoîtra les mo- 
dules par les tables des flnus : on trouvera auffi par 
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h trigonométrie les lignes B P , CP , &c. & les 
angles PBO , PCO , &c : car tirant le finus BN 

(fig, % 5, ^ 1.6. ) puilque OV ou ^^ Se ON font 

connues , on connoîtra P N , & puifque l'angle AOB 
eft connu, on cçnnoîtra auffi (on complément NBO, 
& par le moyen du triangle NBP , on trouvera 
le côté BP ôc l'angle NBP , d'où Ton aura l'angle 
PBO. 

Remarque II. 

j6, I L eft facile de voir qu'on peut en quelques 
occaHons abréger les expreflions des intégrales que 
donnent les tables , en réduifànt a un feul ( par l'art. 
10.) les termes qui ont le même module: par exem:< 

pie au lieu — i (75) ■*• i (ro) ' ^^ P^"^ écrire 
-^j » de même dans le premier cas des formes 

cinquième & fîxiéme on aura — ^ («q) "♦"iS ( ï5q) 

/DP\ ■ /BP\ ^ /DPv ./BPv ' 

-nBp)>^^>BÔ/-^VDô)^^VDPA'^~'? 

ABp) * ^ ^^^ P^^ d'autrçs exemples. De plus puit 

tque dans ces intégrales on trouve que la {bmme 

des termes qui marquent des logarithmes eft tou- | 

jours multipliée par la fommef des co-finus pofitifs J 

& négatifs laquelle ( par l'art. 47. ) eft égale a o j cela 1 

donne encore lieu d'abréger les expreflions i par j 
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exemple l'intégrale de la différentielle — ^^ . , — ; 
contient entr^autres ces termes •* ^ } 05 f "*" ^ / DÔÏ 

"*" ' IfôI • *^' û ^^'^ fuppofe que gp = Q o^ 1^^ 

PP -. 

s= Q X BP , & ^ = R ou FP = R X BP >on aura 



^55] •*- y (CD •*- 1 {^} + I (R> n»ais l'article 47 
donne ~^4-y4- 1=0, donc ^0 ^^^y^j 

-Hi Snpif'^^*^ P^*^ confëquent on aura — i — \ 

rDP"! fFPI 

^I0oi * ' iîôj == ^ ^Q) "^ ' ^^5. On appfi- 



quera le mcme raifonnement aux autres formes. Il 
Uut encore obferver que de même qu'on a rendu 
les intégrales plus concifes en réuniffant à un feul 
tous les termes qui expriment des logarichmes 8i 
iqui ont le même module , on peut auffi trouver 
moyen de réunir enfemble les angles dont les mo<- 
•dules font le^ mêmes , U ai|ifi. de diminuer le nom- 
htc étarcs de cercle qui entrent dans les intégra- 
les î 'pour cela on fA itKittre les deux Lemmes Cuu 
.vans. ' 
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L E M M B V. 

77. ETANT donnés les finus ^ co~jinus de deux 
lu^s , trouyer le fiims ^ co-ftnm de là. différence de 
ces arcs» 

♦ Ayant décrit du centre O {fig. 37. ) & du râyoïi 
OA une portion de circonférence de cercle A DE, 
on prendra deux arcs AD,AE, &on tirera te$ 
finus DB , EF, dont J£F rencontre le Tayon DO 
en H , on tirera auffi le finus EG de l'arc DE î cela 
pofe j puifque les finus D B > E F , & les co-finu$ 
OB , OF > font donnés , on nommera le rayon OA, 
r i OB , t y OF, Jr DB, ^ > EF y q\ il s'agit de trour 
ver le co-finas OG & Te finus EG de l'arc DE diê 
férence des deux arcs A E , A D : or les triangles 
fembiables OBD, OFH, EGH donneront OB (/), 

JDB(/^) :r OF (x) . FH =s -^ , & OB (0 . OD (r) 
::OFU) . OH= — ,& OD (r). PB (/) :tEH 
(^-iiy. HG=^ -^'; d'où l'on tire OG ==i 
OH H- HG =r^±I±^=:în =,a±iii caufe que 

f rt r *• . 

-rr^^ pp = tth on a auffi OD ^r) . OB (^) u EB (f 
tL\ , EG = !i=lf. C. jg. F. n 



l" 



C O H O L L A. I H £- 

78.. De ce que EG = — ~ — = — ^^ — 

Viij 



«5^ RlDWCTIOW 
OFxDB ,,. . ^- OBxEF EG x OIT 
OD ' '''' ^^àmuO? = — ^ gg- , 

ce qu'on a aufli trouvé par indudion en transfor- 
mant la première table des formules de l*art. 5 1. en 

1 r 1 1 ^^ OBxOG DBxEG 

la leconde , on aura donc Or = — ^n — "" — ÔD — * 

. A- f ^^ W-*-^< DBxEF , OBxOF 

Aufli de ce que CXj= -2 = — qq •" *: Q p"" » 

OG K OD OB x OF 
on tire EF = ^-^ T — dF"' *^® ^"^^ * ^'^^ 

core trouvé dans la même transformation , & d'une 

feçon toute différente dans l'arL 74 > on aura donc 

DBxOG OlBxEG 
EF = - 



OD OD 



LEMM E VI. 

* 

7^. ETANT données lis tangentes de deux arcs'^ 
trou/ver U tangente de la, différence de ces arcs. 

Soient AL , AM , (^. 38. ) les deux arcs dont 
on connoît les tangentes ^V , AQ , terminées par 
les rayons OL , OM prolongés : qu'on tire LN tan- 
gente de l'arc LM différence des deux arcs A M, 
AL , & QR paralléfe à LN qui rencontre OL pro;- 
longée en R , &: nommant le rayon OA , fj AP, 
s'i AQ,^> les triangles femblables AOP,PQR, 

& OLN, ORQ, donneront OP (Vfr-h s s) . AO 

ir) ::PQ(^— o .QR = 7===* «^oP(v;:;:;:'7?) 

^ ^ vtr-t-ss 
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i AP(x) *•: PQ(^— •f)-R-I* = 7= > ^ cnfuite 



rr-irs.s 



OR ou OP -H PR ^--•=;=> . QR Jl=J :: OL 

{r)\ LN = !liU^n^. C, ^F,T. 

rr-i-ts ^ 

COKOLLAIRE. 

80. On peut Ce fervir' de l'un ou l'autre de ce» 
deux Lemmes pour réduire en une fbmme les an- 
gles qui ont le même module > nous allons faire 
ufàge du dernier. Il fuit donc que Ci s marque kt 
tangente d'un arc de cercle dont r eft le rayon , & t 
ia tangente d'un arc plus grand > m la tangente de la 
différence de ces deux arcs j on aura les deux for» 



M f I r te 



mules luivantes m = , t = — > cela 

rr^st rr — ms • 

pofé , qu'on fuppo{ç l'arc AB (fig^i-y^ ztf.jégal 
a l'arc Q S , & pour trouver à la fois la fomme des 
deux angles PBO , PSO , qui ont un module com-. 
mun , on nommera OA , i i OP , x > ON ou OM, 
A y 6c on réduira premièrement en une fomme les 
deux angles NBO, PBN, (fig. xy) par la féconde 
formule , on aura donc rr= i — <«<t,»!i==4»,j=: 

X — rf j ce qui donnera t = ' '^'^^ égale à la tan- 

gente de l'angle PBO i fî OP eft moindre que ON 
(yfg.itf.) on trouvera la tangente de l'angle PBQ 
différence des angles NBO , PBN , par la première 



1^0 Réduction 

formule , dans laquelle on aura t = a^s 



d'où l'on tire m = ^ égale à la tangente de 

Tangle PBO. On trouvera auffi par la première for- 
mule la tangente de l'angle PSO , ainfl on aura dans 

ce cas t = a -hx , s = é , 6c pour la va. 

leur de cette tangente. Ayant donc les ungentes 
des angles PBO , PSO , on trouvera encore par 
la féconde formule la tangente de la fomme de ces 

deux angles > ainfî on aura ici m =— ^^^^^ ^s^; 



aa XX 



ax 



9 & la tangente de cette fomme fera 



I —aa X IX 

ii^— ■ ■ ■ 

1 XX 



. De cette manière au lieu de chercher 



cSaque angle Séparément , on s'épargnera du travail 
en cherchant par une foule opération la fomme des 
angles qui ont le même modulé , laquelle étant trou- 
vée on déterminera par le moyen du module la 
grandeur de l'arc qui convient a cette fomme. On 
trouvera donc facilement par les tables des fînos 6c 
tangentes ce qu'on cherche > car foit L le logarithme 

V' 

de , & L H- looooooo marquera dans 

l —XX *■ 

les tables le logarithme de la tangente de la fom- 
me des angles PBO , PSO j par conlequent cette fom-» 
me fora connue. 

PROBLEME 



DES Intégral 



s. 



E S. i<;i 

PROBLEME III. 
«I. ETANT donnée rintégrale de U différentielle 

- ,..-,» ■■ > trowver ttngrale de —i^ fji > 

Betaat un nombre entier poptif ou négatif, 

PremierCas. 
Lorfque ^ efl un nombre entier poptif, 

Ll iàut divifer le numérateur D^**-*-~»— '^/^ 
de la prapofce par le dénominateur e -^ f^ , en pre- 
nant fiC pour premier terme du divifeur , & l'on 



trouvera 






D^^«— * >< »-f-T» — I </^ 





-^d^ 


— ■ — / 


-'dx. 



ff -^ 7» 



faut continuer hs termes de cette fuite , jufqu'à ce • 

qu'on trouve que l'expofant de la variable ^ qui va 

toujours en diminuant , devient égala -,-- , ,c*eft- 



à dire qu'il faut autant de termes qu'il y a d'unité» 



r:T=s-î'"> 



dans le nombre o outre le terme P ^ ^** '^^ 

X 
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comme on voit par la nature de la divifîon , (èra 
toujours le dernier *, il Êiut obferyer que tous les 
termes ont alternativement les fignes -4- & — . Main- 

T» — !</ 

tenant ù Q défigne l'intégrale de 2^-5— > Tinte. 



grale totale fera : — — -— ;====: 



6 — 3X)j-t-7Dx/J 6 — 4x»i-t-r>i x/+ 

Q. Soit donc propofé de trouver l'intégrale de 

/ 

la différentielle — ^ — — j l'on aura dans 

cet exemple Ô=s=4,j^s=s4, A5=j, & mettant ces 
valeurs dans la formule donnée , l'intégrale de^ 
mandée qui ne doit avoir en tout que cinq termes 

fera l£i"^- _ ^Pn'r^ $De\h _ $De\^*i 

^ 19»/ 14"//' 9»»/' 4"/* 

TtQ- 

Si on avoir - = o , c*eft-à-dire , fi on cherchoic 

A 

l'intégrale de la différentielle — , â^nt don- 

àée celle de — — » alors on voit que , puifque 



^ 
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Ks deux derniers termes de la divifion qu'on a fait ci- 

deflîis doivent avoir ^»-^i au numérateur, il y au- 
ra un terme de moins dans la fuite de la divifion^ 
& par conféquent l'intégrale dans ce cas aura cette 

D^ô — ix, D e ^« — * "" " De\^ 
forme ■ — == — • — 



JX, 



6 — ixnxf 6 — ixtixff 6 — yxnxp 

=== &c. "^ rt — i Q > Q Ji^^rque ici l'in- 







tégrale de - 



le de 






. Ainfi fi oii demande l'intégra- 



, on aura 9 == 4 , & cette inté- 



grale qui ne doit avoir en tout que quatre termes 



fera 






D^X* D*' 



«/ 



/ 



Q. 



Second Cas. 



Lorfque ^ eft un nombre entier négatif. 

Il Êiut encore dans ce cas divifer le numérateur 

X)^i»-l-T»— i^^ par le dénominatur e-hrf-^C , mais 
.en prenant e pour premier terme du divifeur , Se Ton 



trouvera 



DA« 



- if 



z xir 






'^p'i^p"— <^p 



r« 



.Th 



\d%. 



*J 



Xij 
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r4 — r* X r-H/-t* 



/ 



dont 1 intégrale fera _ -:^ — — «-^ ■ 






D/'0-H»x»H-r'» D/'î^»-»- 3 ''•-•-"*' 



— ^ Q. On voit que dans ce cas-ci comme dans le pré- 
cédent l'intégrale aura autant de ternies que contient 
d'unités outre le terme — -- Q , & que tous les ter- 
mes auroient par la divition alternativement les Ci" 
gnes H- & — » mais parce que la fraction - efl: fup- 

pofëe moindre que l'unité , il eft évident que Tex- 
pofant de "z, eft toujours négatif, & que comme 
chaque terme eft divifé par cet expofànt , le figne 
en iera changé , & aind tous les termes auront al« 

ternativement les (ignés — & -h , excepté le der- 
nier -^ Q , qui n'étant point divifë par une quan- 
tité négative , ne changera point de figne , c*eft-à- 
dire , qu'il aura dans ce cas le même figne que le 
terme qui le précède. Ainfi fi on demandoit l'intégrale 

de'la diftérentielle — -: -— , on auroit 
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• =«■— •3,- = -,& {ùbftituant ces valeurs dans la 
formule , on trouve que l'intégrale cherchée qui 

doit confîfter en quatre termes cft — — rr 

jDf jDff Df[ 



- »^ 



Si on avoit encore ici - = o , il eft clair que la 

marne formule donneroit kcégrale demandée pour- 
vu que Q exprimat l'intégrale de la différentielle 

^ —: en rejettant dans ce cas toutes les quanti- 
tés qui font nulles , la formule s'exprimera de cette 



r. D^«* jy^*-hii(n D^*-*-'»'* D^-*-'»" 
laçon 



&c. 



6»' ÔH-ixnr* ô-h-zxntf» 0-»-3x>i** 

-fQ- 

Si on demande l'intégrale de _5 î , en 

fûbCHttiant dans la formule •— 3 au lieu de ^ on 

,-E-H- P^ -^/-ggg 

PROBLEME IV. 

2t. ETANT domée tinté ffTAle de U différentielle 

• X ii; 



trouve 



# 
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--; trouver tinterait de cette Autre 



On fuppofera ^» = jf , ce qui donne ^•-"' i/x 



_ X — i &c Cl on fuppofe fl = i , on trou- 

Dz^—Uz D dx 

ve(par rart. 59.) = — x 



/■ Ddx h' Ddx 



fg — th nxt-i-fx f% — eb nxg^hx 

reillemenc fî = x ^ on aura par le mcme article 

D^i.— i^^ D xix e 

X — = = --^ — -, X 



# 



Tt" X ^ -4- ^<* îf ^-l-y^^ x^-t- Aa- >è ^^ 



' H-^ — ' — tX — r > & en remettant 

«Xt-ryJkr /g — ^^ yixg-^ hx 



dans ces différentielles ^* au lieu de ;^, & ^•~"^^ 
-au lieu de -^j&les multipliant par tJ." y on trouve 
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X 



— ^: — ^,— — ^ î fi Ô cft égal i 3 , 4 , 5 , &<:. on 

multipliera cette dernière équation par ^', ^**, ^*', 
&c. & l'on trouvera toujours que la propofée eft 
égaie a la fomme de deux différentielles dont on 
trouvera les intégrales de la manière qu'on a en- 
feigné dans le Problème précédent. 

On aura furtout ces intégrales très-facilement en 
fe fervant des tables conftruites par le Problême 
précédent telles que font les premières que lîous 
donne M. Smith. Ainlî qu'il faille trouver l'inté- 

craie de . — ^ , on aura B= 3, >=7» 



ôc la propofée fera égale a ces deux autres •— ■ 



X r-PÂT— -^Jl^lTi, X — nrï? <!« 

fe rapportent â la formé cinquième , par laquelle 
on trouve y — X th; = — 

40^^^" 4D^<^ 4Dg^ 



par la fnême en fubftituant partout » ^ , h y au liei^ 



1^8 Réduction 
ae,.,/,on trouve /^^-^^ X j:^^ 



4D;Ç<^'* 407^0" . 4DîÇ« 



©. 



5»|Ax/^ — eh tihh xfg — eh y^h^ xfg — eh 

D*où en prenant la fomme on déduit — 77- "* 

pour l'intégrale totale de la propofce. 

L E M M E VII. 
83. ETANT donnée rintégrde A de U différent 
tielle z^ — Mz X e -h fz* , trouver t intégra,le de ceu 

/e <«»fr* zt»H-^ — » dz x e^ fz" ,9- repréfentant un 
nombre entier pofitif ou négatif , ^ ^ ^ t»- des nom. 
hres quelconques. 

On cherchera premièrement l'intégrale de 

^-^-J'—^dz. X e-i-f^ y ou ?■ = I , pour cela on 

prendra la différen ce de cette quantité M^*^ x e -i-fiH 
( M eft une quantité indéterminée ) de laquelle on 

7"** 

ôtera la différentielle -zf.^'dzxt ■^f'C , ce que donne 

dont l'intégrale eft M ^' x ^ H- /i^ — A : enfui- 
ic on fuppofera le premier terme M^^— i = o, 

d'où 



\ 
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I 



i(i9 



tfoii l'on tirera M = j^ , & mettant cette valeur dé' 
M -^dans le fécond terme & dans ïintégrale on aura 




)tjU X 91^ 



dz.x e -t-fz! 



Â> & par confëquent /z.' 



dz. 







le 



A. 



Maintenant fi on nomme B cette intégrale qu'on 
vient de trouver , & qu'on prennç la différentielle 

de M^ -^'Xe-^fi^ , en feifànt le calcul con?me 



ct<ievant , on trouve M 




s^'-ï-» X e-*-ff^ 



exl-irn 



= ,&A"-+-^— '^^ 



e X J^H-n 



/x J^ -I- m -h jf ^ />{J^-Hii-»-x/t 

De la même manière par le moyen de l'intégrale 
C , & de M ^'+ »' X ^ -i-/^' , on trouveroit cel- 



jl de î:5*-+-'-'i/îr X * -^-fz, , & ainfi de fuite. Mê- 
me on voit facilement que les intégrales A, B, C, 
&c. font entièrement femblables en y fubflituant les 
quantités j^ , jv-i-„, <r+. i, , j\^. 3^, &c. lorfqu'elles font 

les expofànsde ^dans laquaniitéM^'+'x e-^-fC'' 



' Pour trouver l'intégrale de ^— «-h/ — ^dz.X 7-H^i 
on prendra la différence de la quantité Mi?.— «-t:^ 

y 
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T/«+» 



REDUCTION 

^ & on en çtera la différei 



née ^^-'d^X f -^A"", ce ^ui donnera 



«^i>i*^ 



J^— Ml 



-t<M-wA /+IIM--I 'fxf^'^/^lx*^/^ -- 



dont l'intégrale eft M^— *"' ^ e -^ f^ — Aien- 
fiiite on fuppofirra M/x /+^ — 1 «* o , d'où l'on tire 
M==s — ==» & mettant cette valeut de M dansr 
U différentielle & l'intégrale çi-deflus on troive 



A—^'-'d^x'e-t-f^ 






■» 



r X J^ 



> 



A. 



pi T- 



> X J^ — H 

Si on nomme B cette intégra! 

vant de la quantité" M«-""t"'x^-*-/îC'^^o'^^"^ 
un calcul femblable à celui qu'on vient de faire , on 



7.-t-ï 



trouve dans ce cas M = T — -j:T-r^^'P^ '""*"' ^^ 



ye-hfx = ■ • • ^ 

(8c de cette Eçon chaque intégrale fait découvrir la 
fuivantc : de forte que fi > pour abréger on fuppofe 

ytfts^h^J^ )) -♦- Jl^fc s=K i& — W a» ^ , «r* — m ■*• Jf/t a= ^ »=/, .' 

f _3„^.^^=-:/— ^s=»,, «c^ qu'au lieu de B,C,&c. 
on- remet leurs valçors -, on formera la table fuiyan^ 
te qui fera d'u(àge dans la fuite. 




àcc 

4 



o 



-*• 



-5 



'&C. 
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^>,-|-/_,^^^ e^fg^ . 
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M»i«h«Mta 



a^'-J-ï»R<« 



e X S^ 



* y 



/' 



31» xji;,'4-t»Rf« 

■fci U^ l h I ■! I II 



* ■ « 



/A' 









r/ 



/Vf' _ 



i-'A."- 



m X ji;,'4-»RA«rf-t 



fr 



ffr 



e* X J^-hn X J^-^m H x^Kf"^* JV» x/^kk^-m» 



/Vfr 



/Vf 



:A. 



^''"•••R^"*"» #xj^-**)f xa;,'R/«*4-i leêx^-^-n^ 



/? 

a;/Ri«-+-i 



J^e 



ffPf : 



///'f : 



A. 



A. 



/A 



A. 



g kJ^-^h ex J^— n 



//M 



*X J^— '1)1 « X J^^— » X JS— 1)» #^X^"-1hXifc— 1» 

«L'— J»R''-*-» ///;/'— i» Ri"-»- 1 , 



•A; 



• •• 



«-»• 



Ut.-^ 






I ■ « I 11 1 1 p i^ i 



>I U 




Yij 
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LE M ME VIII. 
84. ETANT données les intégrales A,B,des dt0r 
tentielUs 2'— »dzx e -H fz" -+• gz*'", z-^-^-"\dr 
X e-»-fz"-+-gz'', trottver f intégrale de la différent 

tielle générale z?^--»-^— i dz X^-f- fz'-f-gz'* ^ ?■ étant 
fift nombre entier fofitif ou négatif. 

On commencera par chercher l'intégrale de 
^2 ,-H / — I ^^x Ry i ( on fuppofe e-^fiC-^g^' == R) 
pour cela on mulcipliera chacune des deux difFéren- 
jcielles données par une quantité indéterminée H & 

k, & on aura H^^—^d:{X R^Kv■^^'"'^îlXR^ 
dont ies intégrales font HxA, &K>tB, enfuite 
• on ôtera ces diiTérentielles de la différentielle de cet- 
te, quantité M î^*'' X R** "^ ' , ce qui donnera 

—H— KxC s 

& en fuppotànt les deux premiers termes égaux à 

zéro , on tire M = -r- . K = ; d ou 

Ton déduira en (ùbftituant ces valeurs dans cette 
dernière différentielle & fbn intégrale Ma^ x R'*-*-* 
— K X B — H X A , /\*'-^ ^ — 'dz X R-» s^ 



<R'' + » /xJ^->.)H-)Vfr . I<e 

B— — r A» 



1 r "— ' 



il efl indifférent , comme on voir, quelle valeur oii 

donne à H. - • : - . 

- Paf le moyen de cette intégrale , de Tincégrale B^ ôc 
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de M^'-^^ X R'""^"*,on trouvera par un calcul tout- 
à-fàic femblable à celui qu'on vient de faire , l'inté^ 
grale de ^l'-^^ — ^d^xKfy & ain(î on peut conti- 
nuer cçs intégrales auffi loin qu'on juge a propos , 
. comme dans le Lemme précédent. 

Maintenant fi <^ eft un nombre négatif, on com- 
mencera par chercher l'intégrale de î^~"*'+"'""'i/^xR'', 
pour cela on prendra la différence de M^""'+'*R.'*"*' S 
& on en ôtera les deux différentielles H 5^*~ ^d^xBS, 
JH^M-h^^^id^if K** , ce qui donnera 

— H .-^K x^ 



!.. 



dont l'intégrale eft U^—"^^ ^ R^+» — KB — 
H A : on fiippofèra les deux derniers termes , .cha- 

- H 

cun égal à zéro , d'où l'on tirera M = — =r= , K «s 

— ^ — = — , & fiibflituant ces valeurs dans la dif- 
férentielle 6c l'intégrale , on trouvey\""»+'— ^d^x R** 

«;.— »+-^R <"•+•» g X J^ -4-1» ^- m» /kJ^ -^t^i ^ 

*xA — n rx> — j» #x/» — n 

Par le moyen de cette intégrale , & de l'intégrale A / 
& de la quantité M;?;^~"*""**''R'*"*"S on trouvera celle 
de :^~~ *"■'-''— 'iî^x R<' j & de cette façon on continuera 
la recherche de cek intégrales j mais pour abréger on 

fuppofera /^-»- >» **- iwj» = ^ , A— H «as^, ^— JiaSBs/, A-t-irao/, 

^=^r^p — )f=x,,x — ii = A,A,— ii=B«r j aou lon con- 
ftruira la table fuivante. Y iij 



«74 



Réduction 



&c. 



%,^-/_i 



d\^ e-^f^-^gK' 






£t 



tr 



ppqr^efgrs x J^ 



efgpt X J^ •♦■ 1 )i g 



J^eegt X X'^- tti 



3 



jf»i/r 






#1- TTttT tftt itit 



A. 









U 



IV* 



o'. 
- ï. 



- i. 



xn 






-5 



&c. 



A. 



^ 



A. 

* X J^ — M 



«* 



B 



/•) 



A. 



exJ^ — n ^x/'T— » 



^— — ^T" 



rtf X J^— n x J^— iji etfx/*— '«X 



B 



1)1 



A. 






i^ ' ^' 



e X f" 



i^ 



rr X / — in X X» — 3)f 



r^xi^X4N»«xi^}H *'xjw>fxi^-iiixj^-3u 

m 

Px\tr — efgk x^ — x — */g/jt X A— '*» 



M ■ I *- 



gi k/^ — -n'xjS — in x /» — 3)1 



A. 
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Remarque. 

S 5. On doit obferver que lorfqu'on a >)»-t-J^=o,Ia 
table ne donne pPs d'abord fintégrak, à caufe que les 
termes en deviennent infinis > dans ce cas il ne âiuc 
que changer la difiérentielle donnée en une autre en 
fï^pofànt tî = X — », par exemple (î oh demande^ 

Pintéeràle de _1 : — — , J" étant =: « , la fuppo^ 

/îtion de ^" = x — " , donnera -5: ^ s= •» 

> or cette dernière différentielle (c 



rapporte à la table , èi on ai trouvera l'intégrale « 
pourvu que les mtegraies de ^ 



"^ ^ fbient données. On bien on multiplie^ 



ra la donnée ^ îi > fie on la divifera pat 

5:— * », ce q»i donnera ^ j_^ £^ qui fe rap 

porte à la table ^ en prenant \ pour un expofànt né-; 
gatif » &/* = — ii,&onen trouvera l'intégrale cher- 

chée , pourvu que les intégrales de j: , ^rr»» 

^ »' d^ foieiït données. On doit aai& Eure 



^ -h /<-'-+-« 
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la mcme* remarque i l'égard de la table donnée dans 

le Lemme précédent. 

LEMM E I^ 

t6. ETANT donnée t intégrale k de U différent 

tielle z'—^dz X e -h fz' , trouver timégrale de la, 

différentielle z*-»dz x e -h'f/ »^ €h f^ repré- 
fintans des nombres quelconques ^ r un nombre en- 
tier fofitif ou négatif 

Soit nommée B l'intégrale de ^'- ^d\ x r-H/Sf 
laquelle on cherchera en premier lieu : on réduira ^ 
premièrement cette différentielle fous une autre £oi- 

me telle que ezf-"dx.^fz,*'*"-'d^X f^-fiC", 
enfuite on l'ajoutera à la différence de la quançi- 

té Mfl^' X e -hfcC y ce qui donnera 



VU 



dont l'intégrale efl B -H Ut! *" ^ "^ A" i & 
pour faire évanouir le terme qui clt multiplié par 

^*H— --i</^, on fuppofera /-H M x i^f^f^^xnf 

1- o , d'où l'on tire M = — r — , & en 

fiibftituant cette valeur de M dans la diâerentielle 
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& fon intégrale , l'on trouve f'iL'lJUtl ^^^-^d^x 

^-'. J^^n-^y,^ > «ïais puifque 

A 





On voit que le calcul eft fcmblable pour les au- 
tres cas , ou T 5SB 1 ,^T=a 3 , T =4 , &c. & que par 
conféquent en fubftituant fucceffivement les quantités 

^-*-i,At+3,/*-*-4, &c. onauray\'-'</^x^Hhj^"*'* 

Maintenant pour trouver Tintégralc de ^' ^ «i? x 
# H- A lorque r eft un nombre entier négatif, 

on nommera B l'intégrale de ^'~»</^ ^ *-h/^'"~' 
& on transformera la différentielle zf—'d^x e^f^'* 
en cette autre eç^— 'd\ -+-/^'"+""— ' ^ x ^ + yy '*""* 

laquelle on ajoutera à la différence de Mî^' x e-t-fit'" 
ce qui donnera 






>•— I 



17» 

dont l'intégrale- eft A 

faifant / -*- M/ » /• - 



Réduction 



Hfl 



j^ff, :sz o , on tire M = — ' 
, & fuÉ>ftituaiit cette valeur on trouve 



•^— I 



B 



Xf K 



f< 



enfju 



'''^^'^ k. Oa trouve», ks intégrales lie» ainres <Iiif^ 

férentielles lorfque t on — • * , t — — 3 , &c, en-fai^ 
fent les fiibftitotions néccffaires , de forte que fi on 

fc lA-^i^es h^ it..^twm k, fA^^ji^sm^ on poornr 
conftruiie h, tabk ûûvaate 
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17^ 



&c. 
4- 



^* — irfj^x *-i-/^" 



•/*-f*r 



<.' X * -»- /:^« 



us 



tvtst^ X r -!-/'<''' * 



/ 



r X J^ 



«/ 



e^rt^rsxtxe-¥-fx^ 



>t-t-» 



H- 



e'j»'frjj;f x e-^- fj^ 



"^p*" 






■ I I '^— ^r^ I, ■ 1 ^— ^ 



==A. 



«L' X * -I- /i^' 



«■("-t-a 



• r 



-2 -^ -f- 



e^'^rx^x^-i-fiC 



■ «^ 






A. 



X. 






O. 



— 2. 



-5 



np X cT-f-ty X cT-H^y* 



^•^■^•■••p. 



s;' X r -H /^* 






■*i*" 



«•f 



rn^ji;.' X *i-A 



» ^ 



*'»*P^ 



*p « i^+»f 



-H 



A. 



^' X '•+-/< 



A. 



"p 



fMf 



-A. 



•p 



3^ xje ^fk^ 



nfi 



en (A 



A. 



<* x * 



f< 



rA— . I 



« «À 






/Et X ^^«4— Jfi» 



«*»*ii'«* 



A. 



r 






>— 1 






mm^m^^»iÊ,^mmmm^,^t 



e'-n^hk^ 



1 ■ * 



&C. 






**•* i&i^ 



ZiJ 



v« 



i8o Reductioh 

L E M M E X. 

iy. ETANT données les intégrales des deux diffé^ 

rentielles z'— >dz X e -*- fz* 4- gz''^, z'-H— -»cb: 
X e-H fz'-Hgz"'', trouver f intégrale de U différent 



tielle z*~*<lz xe-H fz' -4- gz , *»• marquant 

un nombre entier pojitif ou négatif, ou de cette autre 



z^-*-»— I dz X c-H fz*-hgz 

Premier Cas. 

Loffqut r efi un nombre entier négatif. 

Po u R abréger mettant R au lieu de e-irfi^ 
g^ 9 on multipliera chacune des différentielles don- 
nées ^^-^^d^X R'*, ^'''-^"-^d^X R'*, par une 
quantité indéterminée H &: K, & on les réduira à cette 

forme eHz!~'d':^-hfH^-^'"^dz.-i-gH\^-^ ^""d^ 



X R"- * , & eK,zf'^'"d^ -+■ fK\*-^'^'-'d:{^ -h. 

^ K ^^ -t- J • — ' ^5L 0< R '^ — * > leurs intégrales feront 
fiippofêes ég?,Ies àHx-A,&KxB, enfûite on 
prendra les différences des quantités M^^ x Kf, 
N^/H-^X R'», lefquelles on ajoutera aux différen* 
Âelles précédentes, & la fomme fera 



t 
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-4- «itt/N -I- z)f/tgN 
fii l'intégrale de cette fomirie eftHxA + K xB 
M 5;/" Rj" •+• N ^«'^ -*- ■ R.'* , maintenaixt pour trouver 
l'intégrale de ^—-^d^ii R'*"*, on égalera. à zéro 
tous les termes de k fomme ci-defTus excepté le pre- 
mier , ce qui donner^ les trois équations fuivantes: 
1 . /H -h * K 4- J^/M -I- >i/*/M +■ J^ * l^ -*- e ). N =s o. 

a.gH -4-/K -M^M -*- ixAtgM -I- J^/N -»- «/N-»- nfi/N^o, 
3. g K + J^gN -♦- «gN ■*- *)iA*g N =ss o. ' 

De la troifîéme équation on tire N = —-^ , 

de la féconde en y mettant la valeur de N , on trou- 
ve H = — — = " ^.jvM — xTifiM , de ia 

gX J^ -V-JJ •+• XHfl 

première en y fubltiiiuant les valeurs de N , H , on 

j^g— //xK 
déduit M s= ;; — — , qu'on mette cette V!»- 

/g xj^ -h» -1-1»,^ * 

leur de M dans celle de H , &c on aura H ^=9 

^ff— iS^eg — 4 gg)i/* •»- it/t/y X K . 

. . = i delà on ure la va- 

/g X JN-+- )J-»-iH/A 

leur du premier terme qu'on cherche, fçavoir, fH 
-f J^^M a= ■ — , on peut iuppoler K 

/g X /> ■*• 71 -H Dl/C 

nj 
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égale à l'unité ou i celle autre grandeur qu'on voti-. 
dra : donc Ci on mec toutes ces valeurs dans l'intégrale 
ci-defTus, on au^a l'intégrale cherchée , -nous y laille> 
ions les lettres pour abréger l'expreffion , ainfi 



Pour avoir l'intégrale de ^'^'' — *^î^xR'*"~*,il 

faut égaler à zéro le premier terme , le troifîéme & 
quatrième , & *on aura 

« . ^ H-/ K -H JSgM -K H»^gM -4- J^/N -♦- H/N -4- Hjtt/N « o. 

De la troifiémç on tire encore N = — . 

— fK. 
& des deux autres M =? - , H = 

- , id'où ibn -déduira h valeur du iè> 






XgX /+•)? -4-1)1 /t 

cond serme , (jm fera /H -4- ^K -h J^/M ^- >^a*/M 



/«^N -t- tf «TS = — -= r que nous nom- 

-merons L ^ on déterminera l'indéterminée K com- 
me X3n jugera à . propos ', on aura donc par le 

moyen de ces valeurs J\*'^'~^d^x R^""' «« 
Hx A'4-ïC xB-4-M;l'R''->-NV^«R'' _^ 

• — ~T ^~^- 

V^t le moyen Aa deux intégrales C «c "D ^ on 

trouvera celles des deux différentieJles ^'"^ V^x R^'"*, 

-^^-4-,^i^^ ^ R'*'^, le cakul jie ditféreroit de ce- 
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lui qu*on vient cle faire qu*en ce ^iJi'ii Êtudidlt kii 1^ 
fervir ' des quantités Ù^ Kf^ » , N z,*-^' K/^ ' , & 
fubftituer partout /* — ï au heu de /* , & C, D, air 
lieu de A , B , pareillenienç (i on nommoit £ & F 

les intégrales dQ^^^Ui^xB^''-^* , 6i,zf'^'"r^dz, 
X R*"^* , & qu'on voulât avoir ceUes de zf'^'^d^ X 
R/— 3 ,^*-+"-U\h R^-î , il Êudroit fe fervir de» 
quantités lAzf R'*"~* , HzS'^' R''"'*.>- &' fiibilituec 
dans le .calcul ci-defliis E , F , au lieu de A , B , ô& 
tf — % au lieu' de a^- , 6£ Ma& on pourra coacinuer les 
intégrales tant qu'on juge à propos. 

On voie que par k moyen de la fômme'des diC* 
lerentielles données ci-dèfliis, on crouVeroit auffi les* 

iiitégrales de 5r/4*iir— i-^^,^ r-«--» , î^'-H 5»— i^/^jc 
R'— S & enruitede^'-»-*"-**«<is;,x R''-*,^'^-fc-3— «^çr 

^ R'»— *, &c. par un calcul (èmblable a celui qu'on 
vient- «texpo^f^ - 

S E-C o N D C A sJ^ 
Lof/que ^ efi im nomhre entier ^fitif, 

: pbuR trouver les intégrales de ^^^df^xK''^^^ 
^/4-,-i^g^x R''H-% o(tt multipliera le» deuxdifie-: 

jentielles 'x! -"d^^Kf, ^* "**' - ' <^^ >c R'', par RR ^ 

OU ^-♦-/^"^-h^^*'>f R , & cîiacune par une quan- 
tité indéterminée H &'K , & an lés ajoutera aux' 
différences des quantités lA^* n R''"^*^ , Nî^'+'* ;»" 
R''"'-', ce qui donnera, en fuppofent Ae-»-i=sA • 



184 Redvctiom 

-|.*K^ -t-fK^ -hgKxJ' 

& en ajoutant enfêmble les intégrales , la fbmme (êra 
H K A K RR -h K X B X RR, -h M î^' X R^ -*- » -4- Nî^+' 

XR""*-*. 

Mais puifqué cette (bmme de différentielles Ce 
trouve la même que celle qu'on avoit dans le pre- 
mier cas , excepté qu'il y a ici /*•*•» ou le premier 
cas avoit /» , il n'y aura, d'autre changement à faire 
dans les valeurs dç H, M,N, que de mettre /*■•-* 
à la place de m > ce qui étant fùppQfç on aura 
f\^~'dr, X R^-^-' = - - . - . i 



y^'-f-'-V^x R-"H-« =. 

H « A X RR-«-K X B K RR-»- Mi^'' x R^-h* -h Njc'-*- x R^-h* 

^ ^ -. ^ 

De la mcme manière qu'on a trouve ces deux 
intégrales , on trouvera auffi par leur moyen celles 
de 7f-'d^X R'*-^-*, «l'-^'-'^^x R^-f-S&ainfi 
de fuite. Nous ne mettrons point une table de ces 
fortes d'intéerales , comme on a fait dans les trois 
Lemmes précédens , parce que les formules en fè» 
roieqt trop compliquées. 

PROBLEME 



m 
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PROBLEME V. 
S 8. TKOVVEK rintégrde de U différentielle 

z'*— »dz X e -+- fz' •: ottjuppojè que û efl un nom^ 
hre entier pofitifo» négatif, ^ if un nombre quel- 
conque entier ou rompu , pofitif ou négatif 

Il Élut fuppofer tf -*- /i^' = x" , ôc l*on déduira 






♦ » 



î^'*-»tf^ = __ X X* — ^ , ce qui donne 



J^'» — «^/î^X^-h/^'sb XX — * 4 

d*où il efl: clair que (i fi eft égal à un des nombres 
de cette fuite i , i, 3>4> &c. on trouvera exadie- 
ment l'intégrale demandée > mais fi marque un des 
^ombres de cette autre (uite ,0,— i, — z,— 3, 
— 4, alors l'intégrale dépendra des ferions jconiques, 
& on la trouvera par les régies déjà données : car 

fi 6 «« o , la propofée cft égale à celle-ci ! , 

dont l'intégrale -fe trouve par l'art. 81 ; & fi 6 eft égal 

a •— • I ) — 1, &ç. la propolee lera égaie a*' — ^; j 

**— # - 

•p^ J/^ ' - — JL , ou &c. dont les intégrales fe 



« 
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trouvent par Tart. 8i , 6c Içs formules de l'art. 8<r. 
On trouvera plus promptement ces intégrales par 
lés tables qu'on auroit conftruit par l'art. 8i , telles 
que celles de M. Smith. Pour faciliter davantage les 
régies d'où dépendent la recherche de ces intégrales , 
on apportera ici deux ou trois exemples. 

I. Soit propofe de trouver l'intégrale de cette di£^ 
férentielle DO»""i</^V^-*-/î^* : dans ce cas on a 
• =»»,&•»•=», V^ -i-fiî = X» ,iSc»lâ propofeç égal. 

,^ V „ .Dxl»— «<£*--; DxU—id'X 

le a celle-a — , X x — ^ . ou - . 

// // 

'Dext^^^ dx 

^— 77 , on en aura donc une intégraîe exa- 

^ J.// }.// 15"// ' 

laquelle., fi on y fiibftitue les valeurs de x» , *' , x^\ £è 

change en ^ ^^^^^ ^-^^nVe^/C 

I I. Si on demandoit l'intégrale de —i^.±z=^y l'oa 

àuroit e=o,iri=— j,Vrï^' = *î",&-?S^ 

X 

î pour en trouver l'intégrale , on auraî 



^»i-«i«a 



x' 



f ecours à la quatrième . forme des tables* , dans la- 
quelle on fubftituera — ^ a la place, de ^,,ic i i la 
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place dcfx £c prenant le (econd ols à caufe de- 
x'^^ey on trouve OP .OA :r W-hf^ .y/7, &r 



l'intégrale demandée •— — {'i-- x •» i ^ Âô l "*"^1 m\ 

'•*-4(PCO). * , ' 

II L Soit maintenant propofëe la différentielle 

^y qui par ce Problème efl: égale à cet- 



♦- — ^ 



v'* -hA" 



te autre <- 



-^ — — i pour en avoir 1 mtegrale on 



*" — • 



la rapportera à la table de ï*àrt. 8<f , dans laquelle ' 

' • ■ x'i " ""** ' dx 

"ipftvôit qu*ori aura A=-/^— -:^ — ^; — qui eft connue 

par l'exemple précédent , fiç /* *= — r ,tsb3 — 3 ,/rs=|)f, 
y= I, ^=— ^, J&£= — 1, 4 = — 3 >^ prenant 
{'intégrale par la formule -^ui répâjQ^d à. "»• = — 5. , ©ti 

la trouve égale 'a — --r — l__ -♦- ** 7 -^* 

* •• - —-^r YTTT A J mais piïifque e -irfi., == ;»;, 

i -1» ■"'■•.. 

J\ == ^Y X* -r- ^ =S\s cft remettant ces ^4t 



leurs , l'intégrale cherdiée-eiQ; 



« " ■ ■ » ■ I ■ B U II» 

Delà on voit ou^on poorroit conAruire des tabler;. 

» • • A. • • 

;Aaii 



~) 



i88 Réduction 

fort étendues de ces fortes de différentielles & de 

leurs intégrales. 



Corollaire. 



8^. Si la différentielle propofée dans le Problcm^ 
étoit multipliée ou divifée par une autre quantité 
telle que g-^ b^ , on en trouveroit encore l'inté- 
grale : poiir la multiplication il n'y peut avoir aucu- 

ne difficulté, car ^^'--^d^x g -hhT^ X e -hfx'* 

cette différentielle a la même forme que celle du 
Problème , donc on trouvera l'intégrale de la ma- 
nière qu'on y a enfeigné. Si. la propofée étoit 



•» 



5: 5l__ ^-^^y puifque par la fuppofîtion 

du Problème on a ?:* = —y— , on aura g-jrh^^=i 

fa — eh'^hx' p-^hx' /» • 

-2 j = — 2= — en mettant p ^oni fg — eo^ 



, j 5:'»— '</« x^-+- A"'^ X'-^-i'^^dff 
te qui donne -i ^ . , — ~ — = ■ 

■ ■ t— .1 
X X* — ^ . : ainfi fi" on fè propofe de chercher l'in-» 

tégrale de la .différentielle , ■ . ,„ — - — , on la 
changera en cette autre -^ — ,' ; or par l'art. 
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I hh 

ticle 6%. on a 



/. -+- A*» X «• — * ffgg^p-^hx" 



~ X , donc "" — - ^ = — . — 



''-^ , .— _, ,6cfioii 

gg X x" — * ggxx" — e 

it (èrt des premières tables de M. Smith , on trou-* 
vera par la quatrième forme y . =» 

nomme A l'intégrale de. — -;; qu'on trouvé par 

le fécond cas de la même forme , on aura par l'art. 



S6 / /^ -^ehx D^» — ' dx fg-i-eb x D^t^ ^ 

gg'<'«* — '* J»^ggXJ^ — tf 

-^ A : pareillement puifque par la table de 

l'article 83 , ou par la quatrième forme on trouve 

x^'-^^dx 3 ATT» . ^Dbxi'-^dx 

/ -*-- = ^ h ^ X A,onaura— y 



"**^ *' ggxx' — « 

DAxi'» Di&xfn xDb . , 

A ) en prenant la 



Jitfggx X* — * ^'gg 3gg 

fbmme de ces intégrales , & y {ùbftituant au lieu 

1 L 

de x^^ , xi>t , x' -^ e y leurs valeurs/ -+-f!( ^ , e -tfi( * , 

f\ , on trouve en mettant Q pour l'intégrale de 

A a iij 



i^ Réduction 

• r 






pour l'intégrale de ■ ^ . . --> . On pourroit cn^ 
core par un calcul {êmblable trouver les intégra* 



» Il M. 



les de CCS autres différentielles 0: — ... • ■ — ^^--t^ ^ 

PROBLEME VL 
$à. tKOVVEK tintégrde d€ U différentitUt 



/ 



j)^««H-7«— li/s^x ^-i-yj/'*^ ttuatquAnt un nombre 
tntier pofitifo» négutif , ^Â' «» des firaEtions. 

On fuppofera — ;r — =^ f^ y et qui donnera ^^ :^ 

' ■* • X* — ^/^» 

d'où l*on tire D v "" ' <^^ X * + /îC * = '^ 



— i 



*»— / 



,& Dq;.^»**- **— » J2;^>« ^^-A*' 



• « 
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> d ou il eft clair que u 



- + - eft égal à un nombre entier pofitif ou néga- 
tif , on trouvera toujours l'intégrale demandée , ou 
exa<Stement lorfque H h —eft égal à un nom- 
bre de cette fuite — i,— », — 3,-4, &c. ou par 
\qs logariciimes & arcs de cercle lorfque 6 H — h- i. 
marque un nombre de cette autre fuite, o, i , 1, 3^ 

Par exemple qu'on veuille avqir l'intégrale de la êà£. 
férentielle . *' ~ > 4ans ce cas on a ^ «s i , « o, 

vsK — 4, -• -»- -=o,& la propofèe égale a cette autre*^ 

- *^ ■ — , dont on trouvera facilement l'intégra. 

le par les régies qu'on a donné ci-devant , ou par lé 
fécond Cas de la fîxiéme forme des tables de M. 
Smith. 

Corollaire 

91. En fuivant k même méthode & employant le 
fecoUJr^ de l*àrt %6. on trouvera, les intégrales de$ 

(Jitférenticlles D!c««!:*--7«— i^^X ^+/<' — "^ '] 



\ • 



y 



,52. Réduction 

£)^«.-^T— i</î^X ^ -»-/<•— , &c. Et fi la pro- 
pofée étoit multipliée ou divifée par une autre quan- 
tité telle que g-^ h^, oncn trouveroit l'intégrale 
de la manière qu'on a enfeigné dans le Corollaire 
du Problème précédent. 



PROBLEME VII. 



9%. TKOWER t intégrale de U différentielle 
D^« ,— I ^^r^ X ^"^^^, 1- , 6 étMt un nombre entier po^. 
ptifon négatif y ^^nne fia&ion quelconque. 

On fuppofera —j^ = x* , d'où l'on tirera < ==? 

6c par conféquent Ds;,**— »i\ X r:;^^ 









il , ""^ ^ ^-^, — ^_i amu la propo- 



**• -/'•*■' 



£ee eft réduite à la forme qu'exigent les principes 
déjà pofés. Qu'on demande , par exemple , l'intégrale 



de la différentielle D^— » d^tf-^tl^ , on aura Ô 



mimimi^^'^^ 



C 



jr = 4 , & la donnée égale a- ^ - ^ _e î 

on 
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on décompoftra ( par Tart. 55».) cette diflférentielle en 

ccsdeuxautres-^^fTîJi:!^ ^D^-+i— '/x-. 



hx'^f 



gV 



or on trouvera facilement les intégrales de ces deux 

différentielles par ks art. 74 & 8 1 , ou bien par la 

cinquième forme des tables , & la fomme fera la 
requifè. 

* Si outre cela la différentielle D,î^« •— i dx x ^"*"-^'^ - 

^toit multipli^par une quantité telle que 4 -1- /^"'*, 
Texpofant a* éSnt un nombre entier pofîtif ou né- 
gatif, puifque <= ^^^^7» ^^ ^^®« k-*- K == 
'-^ f,jgn_^r , & €n iiippolknt el -^fj^^ss^p, 

*4— gi^ q > k-^ /< «= =^:~r, ce qui 



/' 



donne D\'» — «</î^ x ^-f. /^» j^ 






ne 



' ■ • ,_. _. ^— =^» donc 

ia propolee par c«tte réduâiba & .trouve compciic 
«km l'étendue de la théorie prcçédeme , <& par con- 
iequént aâûjemc a fès cakue. - 



Bb 



I • 



1^4 REDUCTION 

■ • 

Des différentielles trinômes. 

PROBLEME VIIL 
53. tKOVVBK tiiuégrde de U MfftrmMlU 
25l1Z111J éumt un nombre entier pafitifim nu 

On* trouvé ( art 3^.) en fuppolant < = « -* 

» auffi déterminé l'intégrale \ on la trouveroit trcs- 
facilement par la {êconde forme des tables , car ei^ 

y fubftituant, ^^ "" - , g , aii' lieu de > f ,/, on an^ 

roit — yf — — r-S X + (PBO) pour fon intégrale lor£ 
que yy eft moindre que *^ > OP étant à OA, com^ 

me \f^g< l ^If^fs & -^^J^i^>^ ' 
l^î lorfque \ff cft plus grand que eg , OP éunt 

à OA , comme 1/-+- gH ^hff-^ eg. Enfuite 
on aura --1— — — »= — x ~ 






DE S Intégrales. 195 
X - _^ , mais par la première forme on 



^-^ T^ 7; — r5= = — ^57^r> OP étant a 

OA comme x' à !1— tî , ou comme — -h < à 

gg __£_ 

'XZlI/, donc ^m« 2.(iilI±J^±S5L'\ ou 

|>lutot = ~ "1 > dans la {îippofîtion que 

cette intégrale s'évanouit lorfque 5^' = o > Tintéffra- 
i* X ": rr le trouve comme ci- 

idevant. Pour trouver l'intégrale de la propofée lorf- 
que eft un nombre pofitif plus grand que t , on 
divifera le numérateur par le dénominateur en pre- 
nant ^'' pour premier terme du divifèur , & on con- 
tinuera la diviuon jufqu'à ce qu'on ait réduit Tex- 
pofànt de ^ à i » — I , ce qui étant £iit on pren- 
dra hntégrale de chaque terme ,*& la (bmme fera 
l'intégrale cherchée : on trouveroit encore facilement 
ces intégrales par la table qu'on a donnée dans l'ar- 
ticle 84. , 
• Maintenant fi • eft égal a o , ou à un nombre 

Aégatif , on fuppofera ^ =» ~ , ce qui donner» 

Bbij 



iP(r Réduction 
l>^^'-'^\ D,..-^,-,^. or l'expoûnc 

xn — „ —. I eft néceflairement pofitif , & par con- 
fequenc la propofêe (e rapporte au cas précédent. On 
trouvera auflî ces intégrales trcs-commodément de la 
manière fuivante : on cherchera premièrement l'in- 
tégrale de ^ ^ , ce qui Ce fait en multipliant 

le numérateur & le dénominateur de cette ditféren-* 
tielle par v" *" * ce qui donnera ^^ 

^ ^ > or cette difTérentielle a la même 



forme que cette autre — 5: ^ qu'on a confi* 

déré dans le premier cas , toute la différence eft que j 

l'exDofànt de pofitif eft changé en négatif» l'ttité^ ^ 

grale donc dans ce cas fera ièmblable a celle du ca^ 

précédent , on aura donc f ^ _-5i = -^ 



Rl^^A-^'^--]^^A , OP étant à 
OA, comme i/-4- ex. — ' à ^eg — î^ou y/xff-^ig% 

^^^^^^^^'^^l^^i^m^Ê^^mH^m^ nV^^^B ^^^BM^ ^^^^^^A 

& A = V— ■.,_,x4 (PBO), ou =— V. 



\ 7p f . Par la mcme raifbn fî on fùppofè/_l5L___^ 
= Eb, on auni/_55n!iS_ ^ _ £ A ; qu'oa 
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multiplie par z.^^^' le numcrittcur Se le dénomina- 
teur de la difFérentielle — 5: L & on aura 

Jz± ^ dont rintcgrale demeure égale i 

— B , par conlequent — -B = ——A , & A s= 

DzT'^dz. D 



^ > d'où l'on déduit /l 






s<' J *»^« 



B , OP étant à OA , corn- 



me. if -h g9^Ji ^£g •-* ïff ou ^ïff'^ eg , de même 
que dans le premier cas. 

On trouvera par la même méthode lés intégra^ 
les des autres différentielles lorfque 9 efl un nombre 
tkégaiif : où fi l'on aime mieux , on les trouvera 
|iar la divifion Êiite comme dans le premier cas 
mais en prenant ici e pour premier terme du di- 
Vifèur. De cette manière on pourroit conftruire une 
xable de ces fortes d'intégrales telle <|ue la £>ri|ie 
^:?'*'^• de M. Smith , & qui feroit d'un grand avan- 
tage pour la çonftnidion de plufieurs autres , conune 
ou verra ci-aprca 

OO R O Ir L A I R E. 

S^ On peut rapporter à ce Problème k diâeteoi 

Bbiij . 



tielle — 



Réduction 
— ^ ^ ; car fuppo(ànt 4+ ^^* 

k 



x" , on déduit ^* 



/ 



*"-'i^ 






ell ^fkl 



X X ' 









// 



D^6. — i</jç 



D/*— •*— 'i/x 



, donc 



X X 



par confëquent (i fi eft un nombre entier pofitif, 
cette différentielle fera femblable à celle propofée 
dans IcLemme précédent , ainfi mettant , ell'— f kl 
j4- ^44, yV— i-gky *u lieu de, #,y, on aura ici OP. 

: : I/+ g< . ^ïff-fg> ac OP . OA :: f/-H ^ .' 
^gg — ^ff, en remettant 4 -*- ^^^ au lieu de x'-, 6e 
les intégrales Te tirent de la forme z^. Qu'on deman* 

de l'intégrale de y on aura fi = i, 

& fuppofant *= ell ^ fil -H ^44, 1* propofëc fe chaii- 
eera en cette autre — rr-r^ r-: ;= dont 1 mte- 



grale fe prouve égale à 






tuf 



«* 



b// — »Dg* 



av^ 



© 



D/ r// 



X r^A! 



gxA-*-7< 
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~ *^ ©, on ne doit mettre ^ '"*" '*'^*^ 



que dans la fuppofîtion que l'intégrale devient nul* 
le lorfque x* = oc , ou -^ = o > mais fi on veut que 
l'intégrale s'évanouifTe lorfque ^^ = o , on voit qu'il 

taudroit mettre . > — . 

Si efl égal à o ^ ou à un nombre entier néga* 
tif, il n'y a qu'a (ùpporer 4-H lt!=^ -^,6con trouvera 






or cette différentielle fe .rapporte à ce dernier Pro- 
blème > donc &c. 

On pourroic encore trouver l'intégrale de la difl 

férentielle — ==: en la rcduifànt en 

deux autres par l'article ^4 ^ qui aurôit par là une 
forme phis iimple. 

Remarque* 

I L paroît par ce qui a été dit qu'il n'eft pas difl 
iîcile de trouver l'intégrale d'une différentielle trino- 

Hie telle que z^- S , ô étant un nombre eii- 



j<- ->t-g^. 



tier, parce qu'on peut la réduire en une autre' qui 
n'eft que binôme > mais lorfque lapropofée eft de cette 
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nature ; > r étant une fraâion moindre 

que l'unité, alors on ne voit pas Ci facilement de c[uel« 
le manière il en faut découvrir l'intégrale , parce 
que la méthode donnée dans le dernier Problême ne 
peut être d'ufage ici Néanmoins dans le cas où la 
quantité i/j^(ùrpaiïc eg , on verra que la propofée 
peut être réduite en deux binômes ,• ce qui donnera 
l'intégrale demandée : mais û ^-ff cft moindre que 
4g , cette méthode n'aura même plus lieu , puifque 

la quantité ^\ff^ fg qui entre dans toutes ces in» 
tégrales devenant dans ce cas împo(fible , les inté> 
craies feront auâl impofCbles. C'eft pour remédier 
a cet inconvénient que M. Cotes fie Css cSotts pour 
trouver moyen de décompofèr la di^rencielle 

— — . -s- en plufîeurs diffêrentielles trinômes . ce 

qu'il exécuta en effet , mais fâ méthode fût reftrein- 
te aux cas où \ marqueroit un des nombres de cette 
fuite , 2., 4, 8, i6 , &c. M. de Moivre dans la fuite 
étendit cette théorie plus loin , 6c trouva une métho- 
de générale qui donnât l'intégrale de la propofée , 
\ marquant un nombre entier quelconque : on verra 
que cette méthode efl femblabk à celle dont on s'eft 
lefvi pour les binômes. Nous donnerons première- 
ment la méthode de M. Cotes , étant celle qu'd ,^ivi 
M. Smiïh dans la confb^iâion des tables > ^ enfiiite 



nous 
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nous tâcherons de développer celle que M. de Moi- 
yR£ a indiquée. 



A 



PROBLEME IX. 

I " 

5>5. TKOVVBK rintéffrde de U digenmielle 

- — 1— — -5 - éunt une fira^im poMpe moindre 
que runité. 

Premier Cas. 

'Zpr/^uc \ff efi mu quantité fins grande qme eg. 



On fuppofera f -»-/< -h ^<* = ^ -t- V^ x < x 



5» -+- ^^ X î^ , ou plutôt pour fe débaraflèr des quan« 
rites incommenfurables , on lùpporera eg -i-fg^^ -H 



gg<' ^p-^gK Xq-hg^C^pq-^ pg^ -¥■ qg^ 

gg\ 3 d'où par la comparaifon des termes on tire 
pq =zeg ^ p -^ q =f, ce qui donne p = ïf 



^i/7-"^^* f=^/— ^i/T— ^^' Enfuite on fup- 
pi;>rera 



g A . B 



en réduifant les deux frayions à une feule g- 

Aq -H B^ -»- Agj^ ■+■ Bgs;^ 

-;-7== — — - — i ainn pour déterminer les quan- 

f-^gx^xq-^gx: ^ ^ 

tijtés A & B , oh voit qu'il faudra mettre Aq ■+- Bp ==g; 
M -^^g^P 9 «l'PÙ l*pn déduit A ='-—• » B 

Ce 



Reductiow 






_-:2 — ce qui donne r-; ^ = X 

rentielles fe rapportant à la partie de la théorie 
déjà fuffifanjment expliquée , on en trouvera les in- 
tégrales fans aucune peine par les premières tables. 

S£poNX> Cas. 

Lorjque jff ifi moindre, ^e eg,@h^ ^^ ^ ^^ ^' 
nonces de cette fuite , i,4, 8, i^, ^ci. 

Qu'on {iippole ^ = x" , 5c on aura — — t; s» 

xOx^^'-^dx 
ss _ > maintenant on commencera par 

I 

la différentielle -—-; 7= , laquelle fé change en 

cette autre » enluite on luppoiera ez -+r 

/g*" •♦• %^**^ sa ^ .H f Jf* •*■ gx"' X r H- /x" H- gx'' b9 






/'g-«f*'-4-gfx'"-*-ggx**, & par la compa- 
raison des termes , on trouve ^r= eg, qr -^ ps 
= o,'^r-h ^j ^pg^fg.gs -*- ^^ = o r par li 
dernière de ces équations on trouve j = — j , & 
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^r la féconde ^ = r, donc par la première r = v'^ 

êc par la troifiéme s = ^— /^ H- iv^ j ces valeurs 
de r 6c s étant ainfi déterminées, on a ^^ -+-yV^*"-h 

4* __ « , ^ ^» . tu ., . « 



^^jf- = r -f- *x- -f- gx'" xr-^sx" -h ^x^*, enfuite 
on fuppofera ;r-4= = — ^•^^''' — 

C-h Ex» 
TITTrtr^ = Ar — A/x* -H Agx*« 

-i-Brx» — Bjx^'-i-Bgx'* 
Cr-i-C/x"H- Cgx'* 

-I- E rx" -*• E/x*' -I- Egx'* 

4donc Af -4- Cr = ^, — Aj~f-Br-4-Ci+Er=o; 
A^ — Bj -hCg -\- Ej = 0, B^ -t- E^ =oi par 
cette dernière équation on a E = "^ B , par la (è-. 

conde C= A, donc par la première A = -^ = C, 



Se 

xrs 



^ par la troifîéme B = P" = — E : par le moyen 

de ces valeurs on déduira - Â v 

* H- /x" -H gx*' ■"" r ^ 

r-i-/x*-t*gx** r/ r-i-/x'-»-gx** r ^r— ./x"-».gx*." 

ip- <i* X 1; — -n î €n rapportant ces diftéren» 

tielles à la forme ip , on trouve pour les deux pre- 



mmm 



miércs OP , AO : : if -f- ^î^î»» . ^iss — £r ou y/gr — \s^y 
ic pour les deux autres OP . OA ; : — ix -f- g^n , 

C c ij 



I 
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y/jss — gr ou >/gr — i^ j , & la fomme des intégralci 
des deux premières égale à — - M -h — , M 

étant égaie à i <- — '^^ "^'^ f , & la fomme des in- 

xégrales des deux autres éeale a — N H- 7- © » 

fuppofant N = i <IZlISlllîli^>> donc Tintégrak 

totale de ÇÉTI^ eft ?i ^ ^-"'f"^^' J + 

^ (î) .j. ^ r£\ ayant foin de donner aux fymbo-< 

les , , @ , leurs valeurs refpe(5lives (èlbn les diiFérens 

cas , & les diâerences di£FérencielIes auxquelles ils ap- 
|)artiennent. 

r 

Maintenant {bit propofëe ladifFérenticIIe -^ — — 5 

qui elt égale a cette autre -i— : on voit par 

l'exemple précédent qu'on peut ici fuppofer ^ -H 

^ qu'on aura encore r aaa V^g ^ / «s V—f^ -*- iVêJ> : paj 
la même raifbn on fuppo(èra rg -H j^x** +ggx 

f'^.^x"^ gx^' X f — ^ y ri- ^ Jf '* »' & le calcul pour 



.4» 
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itoover les valeurs de y a, h , c y étant femblable à 
telui par lequel on a trouvé celles de , r , j i on aura 



r 



• I — " — == r— : =: 



y/'^-^—.fgi^iy/T^? -H lC'^g^ ^ «= ^— Jg -»- iVrg 



r 



v' — fgi -H iv^re7 "*■ ^V^è'- Enfuite on luppofera 



*g -^/g**' "♦■ gg*" r •** fx" -^ S^^ r— sx^' -4- g 

le calcul ici étant femblable a celui de l'exeinplé 
|>récédent , on aura encore A = -^ = C , B 




ir ' xrs 



s— E , cô qui donne = ^ v 

4Dx*— '^jf gg 4D;^î" — ^dx g > 



^^ r= — ^ X î= T= » de la même ma- 



/x*" •¥• gx** ir/ r — Jx*" -H gx** 



jtiîére on décompofera chacune de ces différentiel- 
les en quatre autres , ainfî on rupoofera i 

^ rr rgH-Jgx^'-Hggx^» 

F-hGx» H-i-Kx» 

, ec comme les va- 



a-^cx' •¥• gx*" rf — fx* -»- gx** * "^ *'w*»'»**v^ 

leurs de F, G , H , K , font fèmblables à celles de , A , B , 
C,E,onauraF== — = H,G= — =— K,cequi 

,, £ 4DX* — «^;if %g Dx'-^^dx 

donne -^ v r- = — v .4^ 

2 r ^ r 4- /x*"-»- gx^" ar ^ a -h f x" -h gx*" ^, 

g^ Dx»»— '^AT jfjf 'Dx'-^^dx g* 

<rfr^w^+fx"'»-gx*.* - àr a-^cx'-i-gx^'' acr,- 

C ç iij 



iotf Réduction 

_ J1_ V ^^^'"^ -^ : on réduira les deux autres 
différentielles de la même manière en ruppcfant 

il eft clair qu'on aura L « ^ = N , M = ^^ = 
*- P ) de forte qu'en prenant la fomme de toutes ces 



différentielles, on aura 



' */< •*- gC* r-t-/*« *gx«-. 



gg.-I^^*""'^^ . g* ^ I^^**""'^* .g' 



y ^ j£. X • -H ^— X 

Dx5*~'^* g* Dx4»— '</j>f gg RJLUZl^ 

""rffr rf— ^x"-4-gx*" #»w rf^fx"4-gx** rffrj 

D:r4*l^'^J^ gg Dx'-^^dx gi Da-»» 




« Dxî»— »</jr £* DAf4» 

fc«. *- X — -^ X 

4« r i 4« -*• ^x* -♦- gx*' rf^w rf H- ix' 

rf— ^x*-+-gx** ' ^*r 4 — ^x*-»-gx*" <»r/ J— -^x*-i-gjë** 

;. _^-_ X 7-u IF' ^ rapportant donc ces difc- 
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ferentielles à la forme 19 , 6c y (ubiticuant pour cha- 
que différentielle les quantités qui lui conviennent y 
on trouve que l'intégrale de la fbmme des quatre 

première» différentieUcs , eft -î^" ■ ^'-^'H 



%9srs 



Si!! } + 5M£±^1I ® , & IWgrak de 



Jalommedcsquatreluivantcs— — 2 — — -^^ ^ 



x%acrs macrs 



puifque 7j^= x y 44 = r^ , 44r = egg, l'intégra- 



le des huit premières différentielles eft 



Pas -^Dgr 



ma 



\ X^ -^ .... X 0^0 : pareil- 



lement on trouvera que la fbmme des huit au- 
très différentielles a pour mtegrale - ^^^ "*• ■ 




X(î)H-(2):onadonc 
l'intégrale totale. On troaveroit de la même manière 
l'intéerale de . ^enluppolant ~* 



X 






r-f Jx"-Hg«** r — jx''-i-gx'*' 



- Les deux exemples qu'on vient de réfôudre font 
sSUtz voir que le calcul qu'il faudroit appliquer à 14 



xoS [Réduction 



/ 



<lifférentielle --— r-r — =5 > lorfque la fraâion - eft 

«g^le à I ^ f , 1 , z , 7V , fV 3 &c , eft entièrement fem- 
blable. C. ^^iT, 

Remarque. 

r 

V 

5^. Lorsque ^ ou ^ eft une quantité négative 9 
la difTérencielie propofée (è rapporte au premier cas. 
L'on voit que la méthode qu'on vient d'expofer don- 
sie la folution du fécond cas lorfque A marque ua 
des nombres de cette (iiite , ^ y ^ y 8, 16, 6cc. puiii^ 
que dans cette ruppodtion on n'eft point embarafte de 
^quantités impomoles , les valeurs des quantités , s, 
h, c , &c. étant toutes réelles , 6c que la propofée 
.peut être réduite en plufleurs difFéretvielles trinome$ 
dont on peut facilement trouver les intégrales : mai^ 
lorfque \ marque un autre nombre entier quelcoit 
que, alors çetçe méthode de réduire le dénominateur 
e'^fx"' -^ gx"-"' en deux trinômes , & chacun de 
xes deux en deux autres 8c ainfi de fuite, ne peut 
ctre d'ufage, parce que de cette manière on ne pat. 
cviendroit jamais i des trinômes de cette forme 
r -t- ^x"* H- gx" i par exemple on jie peut réfoudre 
vlê trinôme f -*-/^" "^ gx*" en deux autres trinômes, 
car pour cela il fàudroit fuppofer e -hy5f '* -f. ^x*' = 

■ ■ ■■ — ^p^— ^ 

r -^ sx^^ -h gx X r — sx^^-{'gx*' i or cette fîippofî- 

tion devient inutile , puifqu'il n'y a point de mé- 

*thode pour trouver l'intégrale d'une diflerentiefle 

de 
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ae cette nature î --: pour avoir donc une 



sxb 



9 -I- ^^X' •?■ ilJ* 

Solution de ce cas , on fe fervira de la méthode gé- 
nérale fiiivante. 

PROBLEME X. 

57. TKOVVBK t'mtégrde de U iigk 
D^~*"~ < dz $> 

fiéSion moindre ijue f unité. 




Il Élut fiippofer *^£ x ^* =^ , ce qui donnera 






J" 

P^"' 



**X%^-,^ 



7» 



<^î^ 



^^^x x'-Ux.ec 



'^dz. 






\x*— »</* 









x*x^-^dx ^^ foppofant /•-' 



x^ : mais on 



a VU ( art. 48. & 66. ) qu'en prenant fur une circon- 
férence de cercle un arc AL (y%. 1 8. ) dont le ca-Hnus 

AL 

tH t y Se enluite un autre arc AB = — , & que 

il du point B on divife la circonférence en un nom- 
bre de parties égales défigné par a, comme BC,CD, 
DE,'EF, FB, & que iî on fuppofe le rayon QA= i , 
OP =x,*& qud ^a^hyC, &c. marquent les co-finus 
des arcs AB , AC , AF , &c. on a vu, dis-je, qu'on a 

Dd 



J.IO . Réduction 

toujours cette cquauon ,^^^y.^> = T-^tax-^-xx' 
xCdx^TsDxdx _^ xUx^xVxdx ^ ^^^ ^ . ^ ç 

ï— i^X«4-XX 1— IfX-HXX * 

pofânt ——=*,&/»= i,onaA= ^^jr__^/» 



• * 



B = — -= - , ou plutôt puifqu'on a ici 

• =J^ — i>A = ' /»> B 



A X /* — m' 



puifque l'intégrale de 
cft \ (PBO) , & celle dé 



X ' "" 



ix ^ CBPl /-4- 



l4fX-HXX 



fx .. 4BO3 /__»•— I ^ ^ 



. w.aA</x-|. ABxi^x /*-'— w*-' rBP\ 

tire y . = — — < t:?^ > 

-^-^ — (PBO); 



mais ' ' — -■■ ' ■ -m 

l—m 

^= /*"'-+- «»*""', par confëqqent cette intégrale 



• /•^-♦ — «*— ' x^— T rBP\ /»— '^-w*-' 

(PBO). Mais on a démontré dans l'art, yz , que a ou 
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étant le co-fînus de l'arc AB , 






fera le {înus & - — — : fe ,c<v(mu5 d'un arç. qui 



/* — »»* 



çQl 1 AB comme a — J^ à i , & ^— » le fin«Ç 

d'un arc qui eft à AB comme A à r ^ par conlequcnc 
il fera facile de déterminer ^ces modulés. ' Pareille- 
ment fî ?-i-f = h , écpq'^ 1 1 & ^^^?-i=c, &:rj= I, 

on aura y. ^^ ri 



I — xix't-xx 



f^ .^^ t^ X V -r^ l 



,A-/— ./A-^xv'— I ÇFP7 *'''-' -»-^''"~',«^^. 

Voit «ijcore ici que r — -' ; — ; — *ft k li- 

^jus & ^ ,,. 'T,v >-^ le cD-imu$ d'ua wc. qui td i 

Hic AC comme a — ^à i : il fàui appHquçjr Je mcr 
me raifonnement a "toutes Jc$ autres intégrales. De 
plus puifque t eft le connus de l'iwe AL =ï a^x AB, 



& que — -r — *-* en-çft. le ungs-ron a"-^-* 



• * ' ' Ddij 



ii^ Réduction 

nommant C la circonférence , & l'arc AL ', A , les 

arcs AB , AC, AF, AD, AE, &c font exprimés 

. ./A C-i-A C— A iC-hA iC— a 
de cette manière — , , , , — , 

&c. d'où il fuit que les quantités ^ — i* 



h 



r* — / 



V — I > V — I , &c. exprimeront les 

fînus des arcs A,C-hA,C^A, &c. or on voie 
clairement que cous ces arcs abouci/Iènc au point 
L , donc ils ont tous le même finus que l'arc AL , 

ce qui donne Vi — *r = v'— i =^ — -2-v'— i 



/* 



v'— I s=: &c. par con/equent en mettant « 
pour y/T^Tt, l'intégrale^ _5ÇZll^ ou de — 

7^-^^ i + itx^^: :^ ^^ ^S*^^ * ^ quantité 
— ^^^:rn7 multipliée par les quantités fuivantes — 

— I — "- ' W ^ — : — (PBO) - 
- — r— ^-' Icô) + . <Pco)^ 



. ÇFP7 r»-'H.i*-^,^ 



&c'& l*on auraOP . O A : : ^^ . i :; Jrif . v^. r. j^K TT 
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COROLLAIHE I. 

$%. Si la propolee etoit — - — -r, par le 

*■ *■ # ■+• /<,' -+- g^^' *■ 

Problème elle (èra ëeale à celle-ci — ''bLUl v 
. _^ * x^ ^x ' or comme a -h J^ — • i eft moindre que 




x\ , on aura encore ( par lart. 66. ) 

Xkdx -♦- X^xdx \ Cdx -*- A Dxdx \Edx -t-X fxdx 




I — lax -¥' XX I — ^ i^Xrl- XX I — icx -H xx 

&:c. & par un raifonnement femblable à celui que 
nous avons £iit dans le cas du Problème , on trou- 

ve A = — ..— — , B =—■===,€=— 

, D == '^ := , &c. d*où Ton dé- 



• * 



Ax/* — q\ A.x^* — f 

j . ^AA<ix^-ABxix /' — w' , fBPl . V*-*-!»» 

duit/ = ^— MST^r"** 

^ I — xax •+. XX T LBOJ 'te 

v««^N » ^aC</x->.aDx</x f — ^, fCP\ 

— (PCO), & ainfî des autres termes: de (or* 



te que Tintégrale de — — -4 uT ^^ ^g^^ * J^* 

quantité — V^— - multipliée par les quantités iùif 

Ddii| 




*i4 Réduction 

vantes H — v'— i { 55 ) "** — l — ^^^^ 

tiz£ yf—i f Ç^l + t^-^f (pco) -t- &c. fes quan- 



tités 



/' -- »* / 



/_!_ «■/ 



V — I > , font le (înus & le co- 

X 1 

fînus d'un arc qui eft a l'arc AB comme J^ à x , & 
^ — v^ — I ,^- — —(ont le fînus & le co-finus 

«^n arc qui eft à l'arc A C comme / à i ^ & ainll 
du reûe. 

* - 

COROLLAlUE IL 

99' Maintenant fi k popcfée étoic 



.^ -rj jj— , étant un nombre entier poudf 

OU négatif j &: plus grand que l'unité lorfqu'il eft po* 
Htif , on en trouveroîc l^incégf aie par I4 table do(i- 
née dans l'arc £4 , ou par les méthodes expliquées 
dans l'art. 93. 

< M« Simpson dans Ces ^l^is a aullî donné une mQ> 
thode élégante, pour intégrer ks diâérencîelles de cet- 
te -efpéce ) je n'ai pas eu connoiilance de fbn livtQ 
qu*après avoir entièrement achevé cette théorie , i^an* 
moins on peut voir que la £blution que j'ai donnée 
s'accorde avoc celle de ce célèbre Géomètre. On ea 
trouve encore une autre folution de M. Xlingens- 
XIERNA infècée dans les Tcaniâ^ions PhiloTophiques 
num» 4.17, mais elle n'efl pas fi (Impie. 
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Par ce qui a été dit dans le dernier Problème & 
ion premier Corollaire , il eft clair que la Théorie 
pour les diâérentielles trinômes eft femblable à celle' 
qu'on a donnée pour les binômes. Se que les for* 
mules qu'on# déduites de ces deux théories pour re-, 
préfènter les mi^grales font . peu différentes : c'eft 
pourquoi il (èroit ihutile de faire voir au long l'ap- 
plication de cette dernière méthode après tous les 
exemples qu'on a donné ci-devant pour les binômes» 
comme les formes 31 & 3x ne donnent les intégrales 



des difFéremieUes?^::ii:r3, DjfM^—^^. 



que dans le cas où la quantité ^ff eil; plus grande 
que ^^, on fo contentera d'appliquer les régies pré- 
tédehtes à ces deux diffërentieUes , U. par-là on ren- 
dra les deux formes complettes en ajoutant le fécond, 
cas où 4J9^eft moindre que eg. 



Exemple. 



t 



Etant donc propofée la différentielle ^ — 5*. 

on aura J^=i,a = 3, & par le Problème précé- 
dent elle fe changera en cette autre — v^^r X — - - T : 



cnuiite on décrira du centre O (^. 39.) & du rayon 
OA == I , une circonférence de cercle fur laquelle 
on prendra l'arc A L pltis grand que 90 dégrés à caufè 

qu'on a ici -+- 1/, de dont le co-finus foit égal àtion 

AL 
prendra auffî l'^rc AB = — , & du point B on diwi- 



I I 



xi6 Réduction 

fera la circonférence en trois parties égales, BC , CD, 
DB j & ayant pris fur le diamètre la partie OP = x , 
on tirera les lignes PB, PC , PD , BO , CO,DO , & 
nommant 4 le co.iinus de l'arc AB , b celui de AC , c 

celui de AD , on aura — . . . ■ z=^- 

' I -4- x<* -f- ** ' • I — Xdtx -4- ** 



X CÀx -f- X Dxdx X Edx -4- X Vxdx ^ ^ 

•2 — : — r— ^ h - — : : & u on nomme 

lox -J- ** I -4- icx -f- ** 



y le finus de l'arc AB , f" le fînus & À' le co-fmus du 
double de cet arc \ s le Hnus de l'arc AC , / le finus 
& b" le co^fînus du double de cet arc > 9 le (înus de 
l'arc AD , 9" le {înus & <f le co-finus du d^ble de cet 
arc , en leur donnant les (ignés qui leur conviennent 
félon l'arL 41 , on trouve par la fbrinule du dernier 

Problème / |^,t!^t —/'{l5} * '" ("°'- 



xex-^'xx 



^" 1 FÔ ( "~ ^' ^ Pf ^ î * ^^ ^^^^ donc l'intégrale to- 
tale demandée. On trouvera de la même manière l'in- 

tégrale de — , — jj— par le premier CoroUai* 



re : Ôc par les mêmes formules auflî les intégrales de 



X . 1 



■ Il ■ Hi« Il .. I -1 ^ "p » ' ' * ^ ^ ■< ■ I 



.-;* i enfiiite par Iç fècôad 

Corollaire on peut continuer les intégrales auffi 
loin qu'on juge à propos. C'efè de cette manière 
que nous avons conflruit les deux tables fùivantes, 

FORME 



* 



DBS InTEGHALES. 



117 




&C 



FORME XXXI. 






%»Ou* 






3D 



3DAt^ > 3D*/^ . 3D//— sP^g /;, 

' ' ' ■' *^ r— \tj •*• ' " " 1 ' \gf < 






"S; 



*«• 



«S£ 



-0 



3D/ 



0. 



ôcc. 






©. 



Voyci fig. ) j« 



0. 
3D 5l>/ 



3D 



© 



3l> 



©. 



«'g ~ M' 

$D/ jD/— 3IVJ 



5i»^Cf* JuiwO' 



«"« 



©H.lE^0. 



«** 



^•■a 



te 



O? . OA : : iÊÊk. v'-.' r « 



v±L 



7? 



Yg 



© 



^V^x— /"{BP:BO) 



DO)-4--*(PBO)^.*»ePCO) 
» ''if 



ÎX>)-|.-«(PBO)-i.*(PCO) 



i*'(CP:CO)-¥./(DPe 
-^(PIDO). 



/(B^ : BO) H- / (CP : CO) — ff DPl 



r ( PDO). 



£e 



i 



« 



ziS 



Reductiok 



• 



6 



&c. 



FORME XXXn. 






1. Cas, 



3 Di^l» 3 DAf* 






&c. 



2),g 

3D 






3D,/^_^3Mr3D^0, 



»»«' 



Jig' 



a) 



3D/ 



é>. 



©. 



Voyez fig. 3 j; 



"« 



0. 
3D* 3D/^ 3D 



' 3D 



© 



neg 



©. 



: Vf 

M 



© 



3D/ 



>ir* 



©» 



* 



te 



QP:..0A t'.(k!,. ^-!.. 



/ 







X ^ #4 



DO)^--<(PJBOXr-*,(PCO) 
DO) -t-^i^crBO) -H*'' (PÇO) 



/(CP:CO)H-<r.DP> 



.^(PDO). î 

l*(CP:,CO) 

r ^' ( PDO). 



r 



ir''(Dr* 
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On doit obferver qu'on a pris comme pofitif le co- 
nnus du double de l'arc AB , quoiqu'il puiflè devenir 
négatif dans le cas où l'arc AL feroic Beaucoup plus 
grand qu'un quart de cercle. Si dans cet exemple on 
avoir fuppofë que/'étoit une quantité négative , ce qui 

auroit donné i — i/x ' •+• x^ pour le dénominateur de 

la propofée , alors l'arc AL auroit été moindre qu'un 
quart de cercle , le co-finus de l'arc AD négatif, le 
double du co-finus de l'arc AC pofitif ou 4i^atif fé- 
lon la grandeur de .l'arc AL : enfin connoiHànt la 
grandeur de l'arc AL , il fera facile de connoître les 
lignes qu'il faudra doftner aux.finus de co-finus qui 
entrent dans les^ intégrales. 

Corollaire IIL 

100. Par les deux derniers Problêmes on trouvera 

aulfî l'intéffrale de la différentielle _L_ ! .^ 

foit que i^foit une quantité plus grande ou moin- 
dre que fg : pour cela on fuppofeia ^=^=^j— = 

à un nombre entier pofitif qui ne furpaffe pas z ,& par 
l'art. ^4, on trouve en mettant t pour ell^'fk.l-^gkky 
iorfque « = o , a — r-,- — ,0 — -^ -. , v^ bss--. 

Ecij 



XIO R.E D U C.T I ON 

lorlque •«■ » , Aœ -, u =« — - — , v* as»---. 

Les valeurs de A > B , C?> étant. aind déterminées, 
on multipliera les fraâions ■ . ■ ■ ^ ^. -+- ; 7-» 

par ^"•'^'ifc^ce qui réduira la dif&rentielle propoféc 
eu plufleurs qui (è rapporteront aux méthodes déjà don? 

nées : parftonlequent puiiqu on a ' ^ 



/ ■" ■ " / 

"^"" » X r -h /«,» -t- X*** 

— ■' .p lorfque ^ eft égal aux nombres^ 3 >4> 

* ]| ife -♦- /iç|| 

5 , on multipliera cette équation par ^j ^" , {^" , 
&c i iSc puifqu'on 2 auffi ^* ~ =: 

Ior{que ^ ed un des nombres — i , — z , — 3 , &c, 
on multipliera cette* équation par îÇ"» , ^r*"**> V"'*> 



&c , & aind on trouvera par les régies précédentes 
les intégrales de toutes cts differentieUes j'iorfque \ff 

1% > / « • 



eft une quantité plus grande que eg , on aura re- 
cours au Problème IX i & lorsque \fft& moiiidre 
que eg,on(t ièrvira du Problème X r c'eft ain/î que 
nous avons calculé le fécond cas des formes 57 & 58» 
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if2i¥ 




FORME XXXVn. 



Dz« 



I 



dx. 



'-i-/t"-Hi<" X K,-h le 



z. Cas. 



X, 



I. 



o. 






nr® 






0. 



îDi«//-«5f-5D^r/ 






®. 



-TT® — :r-© 



jDx^i— /i^ 



I. 



^°^0*¥'ci)*'-?^i 



®. 



'^ 



~(l)-H T^; @ 



•^ 






3P_^SP«^. l^^ff-.'i'^Tyfgk^^ SP«//->/f 



»j»ri^|i 



<«) 



> « » ■>■ 



*'g 



<à 



ne 



■^.: 



t^ill-^fkl-^gkk 



« M* 



ï î.// 



*. C«/. DP . O A « (^» . V'f: ® _ ^, , 

(DP:DO)-»-4(PBO). 

a. Cas. OP . OA : r ^*» . J/îi 

<CP : CO)Hh4 (^PCÇX). Voyez %,i^. 



x—za (BP: BO)-|. 



~Vi~x— (AP:AO)+./8 



«WiW 



OP.OA ::(^^».»/4.. , ,^^^^£&=rîf. 



H--«''(PBO)-»-*"(PCO;-n^fPDO). . 



CD 



I * 



xg 



j, jV^ ^ 4-/C.BP : BO)H. / ^eP : C0> 

4 (PBO) — * (PCO;-ir rcPDÔX 



t— K; 



:D0) 



Voyezfig. 3^. 

Tn • • • 

Ëeiij 



2,12, 



REDUCTION 



m 




t. 



I. 



o. 



FORME XXXVffl. 



D^« 



d^ 



1. Cas, 



*'hfX!!-^£<"'''^k.-hl<' 






§©-^® 






•XX 



îDi 



© 



•X 
■X 



®- 



©^^-?^0. 



Sec. 






•X 



5Dy/i -j.it 



»« 



(D. 



t = ell - fkl -t- «U 



I t. • 



I » / 



I. Cas, OP . OA :: Uk' . <f. 0^ ^^ v^ 

(DP:DO)-*-4(PB0). 

a. Cas. OP . OA î : ^^" . (/^. ©=^7^ '^ j, »t 

( CP : CO) — 4- ( PCO ); Voyez %. 19. 



x>*- j8 (BP: BO) 



'M /îN— ^lilci^^cAPtAO) 



iS 



i^"^"^^ 



OP.OA:::(^<» .^4. 

^ X 



« 



4'X 



© 



1 « *4 



® 



V-V X — /(BP:BO)-*7 (CP:CO) -*.» (DP: DO) 

rf (PBO) — * (PCO;-»-^CPDO). 

^J.:.Z,^/»(BP:BO)-.«(GP:CO)W^DP.DOj 
4»" (P30}H-^(PC0; — «" (PDO). Voyezfig. 3j. 
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t 

Corollaire IV« 



t •■ 



loi. Si la propofëe avoit cette forme 



, ou cette autre 






~7T-r — li — -^^ > - etantiinefiîaiîlionquel. 



conclue, on fuppofera pour la première i-i-l\ 
s» X y doi; Ion tire ^ =» — « — ^ ^, — i ^^ j^ 

■ m i T • '^ .Il _ •'♦ J • J-- 1 ' r 



."^"r-: — ^ ^/ ^ T — ^ > ce qui 






•t "^ 



ecant^ un nombre «ntier pofitif ou négatif j, cecte 
difFérenrieïIe ïè rappôaera aujç Héux derniers Profelç- 
mes ou aux Corollaires precedens. 

Pour la féconde différentielle il faut fùppofer -^ 

k 
^x\ct qui donne < = ^^jp—^ , tf H-y^* HH ^^^^ ==5 



,U '-' fkl •¥- gkk ^ fkx' ^xelx" ^ ex 



%n 



, i- ,^— 1^/^^=-, 






2.14 R.BDUCTION 

" ■ ^. tfou Ion ure — 2: j:^ T^: Ji- 



te difTérencielle fàic voir que toutes les fois qat l'ez- 
pofànt — - — — h 1 cft égal à zéro ou a on nom- 
bre entier po{itif ou négatif, on trouvera par les régies 
précédentes l'intégrale de k propofëe , & par con- 

réquc« ^ «Ile ae D^^— -«^x ï^^' 



d*où il Cuit que les ubles qu'on auroit conftruic 
{ùivane les articles précédens, feroient d'une gran- 
de commodité pour ta conftru^ion des nouvelles 
qui repréièntaâênt les intégrales des différentielles 
contidérées dans ce Corollaire } nous nous (bmmes 
ièrvi des quatre formes données ci«de(fus , pour coa- 
ftruire le fécond cas ( c'eft-idire , le cas ou i/jf eft 
moindre que eg^) des formes 75 , 7^, 77 , 78, qui 
manquent dans les tables de*M. Smitu» 



FORME 



DES Intégrales. 






ô 



&c. 






*+/<'+gC^^-Hk' 



■MB* 



PP -H ^^--^-^^^ 0«.£il£0. 



^ o 



&c. 



— i 0+2—0. 

3D/ 



«S 



©. 



j»/ 1 ne g ^^ ne 



1* 



V4-4-/<.*=*//-/4/-*-^U 



.} 1 



i.Crf/. OP. OA:: i^/è-f/^.^A. ®=«]v-^x — (AP: AOJ 
+ 18 ( CP : CO )— . 4 CPC6). 

a. Crf/. OP . OA : : ^k-¥-l^ . V—*. ® « — - v'-T- 't "*■ i^ 

• 5 k. 

<BP : BO) — rDP.DO;-»-4(PBO). Voyez fig. 19. 



./4<'.' ' ' 



^fi l 






OP . OA : : V ^ -♦- / <: . y- © « — V^ X— /(BP:BO) — J 
(CP : CO) ■»- ff DP :DO ) -^rf (PBO) — * ( PCO ) -#- * (PDO). 
^«,-l-^£x-<-/"(BP:BO)--y'(CP:CO)— <r"(DP:DO) 

^ ( PBO) H- i" (PCO) — «" (PDQ). Voyei fig. jj. 

Ff 



V 



j,i^ Réduction 



I 



e. 



t 



FORME LXXVI. ■- ^ *• ^'*^- 



&c. 



3P 3D^ iPg,. 

3DA 



»« 



©• 






&C. 









« î.t 



i.C^i.OP.OA ::P.(//j ©«-p/y X — (AP: AO; -h ^ 

(CP:CO)— >KPCo). 

\,Cas, OP.OA::P.V— ^, ®=Y^T'*"*"'^(^^'^^^'~ 
mP : DO ) 4- 4 ( PBO ). Voyez %. 1 9. 



OP.OA::P.V-. ^«V'il^^— ^^. 



1 tf e* 



0-= — ^L.x— /(BP:BO)-.i (CP:CO)4-<r(DP:DO) 

^ 4 (PBO) — * (PCO)-*. f (PDO). 

^^ .1-^,1. x^/«(BP:BO) — J*(CP:CO) — (r''(DP: DO) 

•*- «" (PBO) -¥• V (PCO) — c* (PDO). Voyez fig. 3 ^ 




DES I N T E G K A L.É S. izj 



&C 



1, 



FORME LXXVn. il5^ /, r^ 1. C4f. 



I 



i^±3^DPH- 12^0 * 5Df>< #~^g-3Dy^i ^^ 



i_p — 2 0-1. 1 È ;L0. 






jo. 



&c. 



«s 



3Dife^ . 3D*^ 3D^-^ 




«^ »f^g n« 



m 



t. Cas. OP . pA : : ^^IT^. ^iî <ô) bsb |^^ x — ( AP ,: AQÎ 
.*. j8 ( CP : CO ) -♦- 4/ (PCP). 

a. Crf/. OP . OA : : ^'^ •*- /<" . \/—k. ® « r"! i' ' x — /i 
(BP : BO) ■*- rDP,PO; H- 4 (PBO). . Voyez %. z^. 



6 



OP . OA :: P . V'-'. ^.^y/SSll=ini. 

= -i.J'^ X — /" ( BP ; BO) .*■ s" (CP : CO)-H (t'VDP : DO) 
^. ^" (PBO ) -H ^" ( PCO ; -7- f" ( PDp ).. 

0« -i-î^^x 4-/(BP:BO)-»-/ (CP:CO) -r- «r (DP: DO;^ 

4- d (PBO) — ^ (ÇCO; + € iVDOl, Voyez fig. 5^, 

Ffij 



xi9 



Réduction 



9 



1. 



FORME 



D?« 



jt— I 



dz. i/h^K 



jn-^i<'' 



%,Cas. 



o. 



1 <§)— 2 — 0^2 0. 



I. 



J 



z. 



&c. 



ne 
3D 



®. 



PH.l2l0+l£iZ^z:l/0. 

yiC yiee ^"^ née 






P 



» A-hit» 






i.C*/.OP.OA ::P.i^/, (§>«~v^ »* — (AP î AO) -*- 4 

(CP:CO)H-4(PCO), 



». Cas. OP . OA : : P . ^— /} © 
(DP:DO)4-4(PBO). 



= Y^^x— |8'(BP:BO) 
Voyez fîg. »9. 



OP . OA :: P . Vi. ^^VJi^^^^=^^. 
^vÇ X — /• ( BP : BO) + /* (CP : CO)^. <r''r DP : DO> 

H-*"(PBO)-»-^"CPCO;— ^(PDO). 

ê)*== -i-Jdf X -h/CBP : BO) 4- / <CP : CO) — » (DP : DO>' 



© 



î 



H- 4* (PBO) — * (PCO; ^- r cPDO)< 



Voyez fîg. 3 ^. 
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tX9 



Corollaire V, 
loi. On peut encore rapporter à ces (brtes de 

ditterentielles cette autre — ^i— j: X -^ - 

qui peut repréfenter généralement un grand nom- 



bre : pour cela on fuppofera 



l< 



ce 



qui donnera i(l 



k — /x* 

= ' .^ I » ^ mettant / pour 



^^ 



*'^fkq — leql -^fpl — igkp x x» -i- eqq — fpq-^gfp x x** 



fy—/* 



«^3: 



^/ ^^ X tt'^tdx 



Dîc'*-"'</s: 



Z^" 



/<*" X ^ 






y d'où l'on tire 



•V 



Â 



pl^qk^ X Dx 



— » 



»</;if X 



^x* 



^x- 



d 



t-^fkq — xeql-^ffl — igkf x x" -h eqq — yj>f -»- g/>/ x x** 

ainfi fl étant égal à o ou à un nombre entier pofî- 
tif ou négatif, on trouvera l'intégrale de cette 
difFérentielle. 

P R O'B L E M E XL 



103. TKOVVEK lintégraU de U différentielle 
=^ ^ étAHt égal a ^ro ou à un nombre en* 



tier quelconque. 



Ffiij 



tjO R E DU C T I O N 

On fuppofera , comme il a été remarqué dans 
l'art. 40. — -h ^* = xt , ôc l'on aura ^ = *î— ^^ 






, ce qui donne 



m 



— — ^ — i— I 

-^ } on en trouvera l'inte- 



^huM. 



I ^"' 



grale par l'art. 88. C, j^F. T, 

Corollaire I. 

* 104. Si la propofée était ^ , on 

fuppoferoit 4 -4- /^* = x' , & delà on dcduiroic 



" 37 X 



— — •— i 

^- — ; par ce moyen 



la propofée eft réduite au cas du Problème \ 6c par 
conféquent l'intégrale de — — donnera a- 

^^ ^T' J^ "T" J^ 

cilement celle de ■ 



\ 
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Corollaire IL 
105. Maintenant fi la propofëe etoit de cette 

nature -■ • ^ ■ ^ — , il faudroit fup- 

pofer 4 H- ^!^* 4- fff^' = o , ce qui donneroic ^ =a 
i'i^i// — 4»*j &mettant^ au lieu de ri-H v'i// — 4»* 
& ^ au lieu de tI-—V\11 — 4» on fuppoferoit 

tire A = — — » B = , 6c ainfi la propofëe 

fera égale à la {bmme des deux fuivantes y 

lesquelles fe rapportent au Corollaire précédent. 
Et généralement fi la propofée étoit - - j 

- on redui- 



6» 



toit (par l'art. SP.) 1^ firadion .^ , , ■ — r;; n; — r~ 

en plufieurs fi:a6tions fimples , pourvu que la quan- 
tité i^ -t- /^* H- »sl"-*- «^'* "*" &c. fi)it compofée 
du produit de plufieurs quantités fimples telles que, 
a -hh^!^ , e-^fiH y g -h h^ y &c. ce qui réfoudra la 
difierentielle propofée en plufieurs diflferentielles qiti 
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fè rapporteront toutes au Corollaire précédent : en 

réduifànt ainfî les différentielles aux précédentes , on 

trouvera facilement les intégrales cherchées par le 

moyen de celles qu'on a déjà 'trouvées, & les tables 

conftruites pour un cas fervent à en conflruire avec 

peu de peine pour plufîeurs autres. 

De -la on tirera facilement l'intégrale de • 

«- — _ —^-^ — ^^ foit en Ce (êrvant de l'ar- 

tide 87 , (bit en multipliant le numérateur & le "• 

(dénominateur de cette difrerentielle par V^H-/5i;]-+-fî:, 

ce qui la réduiroit à cette forme - 

D^5;.« •—' </^ -t- Dy^« •-*-— i^/^ -f- D^^ ••-+-»•— 1</^ 

k ^ l x: •*- m C -*- n 1^!' dcc, Vc -♦-/< -♦. g <• 

qui eft celle qu'on vient d'examiner i cette inté- 
grale étant connue , on trouveroit .celle de 

» 



1 



le-ci on auroit celle de —î — =—3 /^"^<?^ 



& ainfl de fuite. 

Des différentielles quairinomes & autres. 

Comme on peut réduire ces fortes de à^ittru 
jûelles aux diâerentielles binômes pu trinômes ^ ^ 
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confequent les afTujetcir aux in#nes. loix ,' il fufHra 

d'en dire ici un mot. . . 



/ 



PROBLEME XII. 
106. TROVVEK r intégrale de U différentielle 

■ -r-^ r . . ■ , .. > * eta.nt un namhre entier queL 

e -^ f< -^ %<" -^ h xt" , ^ 

conque. 

Il peut arriver deux cas>} car ou la quantité ^-4- 
fi^ H- g^"' H- b^' eft compofëe du produit de trois 
quantités (Impies binômes , ou de deux quantités dont 
l'une efl: binôme &; l'autre trinôme > ou ce qui eft la 
même chofè l'équation e -i-fiC -¥• g7^' -H A^'* = o a 
trois racines réelles , ou feulement une. 

Premieb. Cas. 

Lorfque e -h f z* -*- ^" -4- hz" ê. trois divifiurs 

des. 

Qu'on fuppolè que ces trois diviseurs ibnt »?* — 4a 
x%l — /, A*îC — ^ i & lorfque 0» — i eft moindre 
que 51» , on réduira ( par l'^rt, 5^. ) la dirferentiellç 
propofée en trois différentielles fîmples de cette for- 

nous avons trouve lès' valeurs des indéterminé^ 
A , B , C , pour un cas dans l'application de cet af- 
ikle , pn en trouvera les valeurs pour les autres cas 
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ae la même maniée. Lorfque Ô-- i eft un nombre 
pofitif plus grand que 3 ». , ou que Ô eft égal a ztw 
ou à un nombre négatif , on réduira la propofcc 
par la divifion oU par les autres méthodes qu'on a 
données. 

Second- Cas. 

Lorfque e 4- fi' 4- gz" -H hz" « * quun dhifetir 

fimple. 

Qu'on fuppofe que ce divifeur eft ^ -- 7, & q^o" 

iaflfc la divifion en prenant hC pour j^remier terme 
du dividende & < p our premi er terme du divifeur , 

& on trouvera H'* -H ^ -h 07 x ^ ■^t'^ l'i^" il 
pour quotient , puifqu'on fuppofe la divifion exade i fi 
on prends &—J pour premiers termes du dividende 

^ du divifeur , on trouvera le quotient "" ' J — 
(iL^ fL X îC — 1&5^^* : d*où il fuit qu'en fuppoiànc 

?" - 'n""-^l = î , on aura ^_^^^. _^^^,,_^ ^„ 



D/? "^ '^^L—-. , on trouvera Tintégrale de 



f -H K ■*• ^^^ ^K"^ 
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cette différentielle par l'art. 5>4 , ou par la forme 3 5 
des tables. C. ^ F. T. 

Corollaire I. - 
107. On fè fèrviifa de la même méthode pour trou- 



D^« 






ver l'ihtéerale de la différentielle — _ ., , „ 

ainfî on la réduira ou en trois, différentielles Amples 



ou en une feule commç 



— • 



dz. 



, dont 



* on trouvera les intégrales de la manière qu'on a 
enfèigné ci-devant. Par ce moyen nous allons ajou- 
ter ici le fécond cas ( c'eft-à-dire , le cas ou la quàn- 
tité ^ -4- /à{' -f- gz^* -4- i&^'* n'a qu*un divifeur fim- 
ple ) des formes , -45 , 44 , qui par les raifbns que 
nous avons uùes écKappoit à la méthode de M. 
Cotes. 



Ggij 



x^e 
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lâm 



■■ft 



S 



&c. 



FORME XLin. 



D?« 



T" 



^d'z. 



'-hA'-^K'-^^^" 



1. Car, 



9 



-J^<£) TTL ©-^ m '©• 



i&/& 



ibÂ 



■■ 



I 

&c. 



©-^-TT"© — r-®- 



-V©- ;â ^© 



--©. 



3D/ 



MP^^T' 



—r®"** m — ^ — ©•*" — n — (I7- 



• • 



hp 



vp 



Si L'cquaijone-ihy^* "^i^" "*" ^^**= o n*a qu'une racine 
réelle -^ qui foie la valeur de ^" > les deux autres racines étanc 

imaginaires , on (ùppoièra r =^// -h ^4^ "+" UÂ>p=- 



i 



5f"U 



1. Cas. OP . OA :: ^s^ . ^7 j © 
(CP:CO)H-4(PCO). 

^. /Tv— — V— 

Voyez fig. 19» 



I 3 // 



^ph 



X — (AP:AO)-»-/8 



^.Cas. OP.OA:;X • v^T^i ©= rf^'rr J*— i8(BP îBO)4* 



(DP.:DO) + 4(PBO). 



OP.OÂ::V<'.v'tj © 



I <ih^ 



CO)^-a''(DP :DO) + ^ (PBO) -H ^"(PCO) — f'(PDa). 

I 6 hh 

(D = — v'-xH-/(BP:BO)-l-i (CP:CO) — «r(DP:DO) 

rf ( PBO) — i ( pCb ) H- r ( PDO). Voyez fig. 3 j. 
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D^« 



9 



<i\ 



fi-'-i-ii 



>« 



h<*' 



x.Cas, 



X. 



X. 



o. 



I. 

&c. 



0z^ 5DiL»Q_5P/>^xp/ 



^1? 






bh 










®. 



îDi^/ 



ifr 



n 






• ib 






© 






© 



jD// 



®. 



r---Ti © -i:^ © 



ipks.-i^ 



nhf 






Q' 



*Mi«Ma*Mii^M* 



dlMi 



Si l'équation ^-¥-fiC -H ^î^** -4- ^K.** = o n'a qu'une cacine 
réelle j qui Toit la valeur de tÎ , les deux autres racines étant 

imaginaires, on Cuçj^oCctz t = pli -^ qk/ -^ ^kk^ p^ — ^f»^ 

1. Crf/. OP . OA :: K" . ^ji © s» j;y/j- x — ( AP : AO) -»- /3 

(CP:CO) — 4rPCO). 

i.Crf/. OP .OA:: (^^'. V^j ©«!li^ri'xH.i8(BP:B0) 

7- CDP . DO> -1- 4 (PBO). Voyex fig. 29. 



OP.OA::V'<:.(/|^î 0s=-:-v'-tx 



= — ^pf'c-/(BP:BO)— i(CP; 
CO)-»-ff (DPr DO>-i-rf(PBO) — *(PCO;-»-f(PDO>. 

(S) « ^î'-i X -t-/" ( BP : BO) — i" (CP : CO)— <r''rDP : DO) 

>¥• a" (PBO) -♦- ^"*( PCO ; — ^' ( PDO ). Voyez fig. 3 9. 

Ggiii « 
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Corollaire IL 

loS.ETANT-aonnee rintegrale de — — -^ 

on trouvera les intégrales des difTércntielles - 



= yv . r > par w mcme me- 

thode dont on s'eft feirvi pour les diâférentielles tri- 
nômes femblables. 

Corollaire IIL 

109. Il eft clair que tout ce qu'on vient de dire 
touchant les diâerentielles quadrinomes , doit au£Q 
s'entendre des autres difFérentielles dont les dénomi. 
naceurs contiendroient un plus grand nombre de ter. 
mes , & que , quelque fut le nombre de ces termes , 
il ne Éiudroit pour trouver les intégrales qu*appli. 
quer les mêmes régies en fàifànt des. calculs fempla* 
blés. 

De cette manière on voit qu'on pourroit conftrui. 
re des tables en. auffi grand nombre & aufll étendues 
qu'on voudroit fe donner la peine de pouilèr les 
calcits* 

Vin d$ U troipéme Partie,. 



.Xr. 
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QUATRIEME PARTIE 

APPLICATION 

DELA 

THÉORIE PRÉCÉDENTE. 

1 lo. A PRES avoir expofé les principes & l'éten- 
jt\. due de la théorie , & fait voir la con- 
ftrudfaon des tables qu'on en tire -, il ne refte plus 
qu'à faire connoître t'avantage qui réfiilte dé cet- 
te méthode par la fimplicité des folutions qu'elle 
donne des Problèmes , & a montrer combien ces 
tables font, commodes dans la pratique pour trou- 
ver les intégrales des différentielles qui s'y rappor- 
tent. 

Une différentielle étant donnée , il (èra facile de 
connoître la forme à laquelle elle fe rapporte , on y 
prendra fon intégrale dont la valeur le déduira des 
.formules données dans les articles i8 & jj. Les va- 
leurs des termes qui marquent des logarithmes fe 
tirent de )a formule M xl x r, dans laquelle M 
marque le module , / le logarithme du terme pris 
dans les tables ordinaires, & f=x, 3015850^: les 
valeurs des termes qui expriment un arc de cercle 
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{è trouvent par la formule N x R X r , dans laquel- 
le R marque le rayon avec lequel cet arc efl: décrit , 
N le nombre de dégrés qu'il contient trouvé dans les 
tables des (inus , tangentes, &c. & f = o, 01745 319. 

Ufige de la Théorie pomr trouver la reâifi» 

cation des Courtes, 

PROBLEME I. 

III. TKOVyEK U longueur tCuu ârc quelconque 
de U Par^dfole» 

Soit donnée une parabole A P (fig. 40. ) dont le 
paramétre eft 4 , l'abicifle A Q prife Cm l'axe foit 
nommée x , l'ordonnée Q P > J' > & l'intégrale de 

la différentielle y^dx"^ + dy donnera la longueur de 
l'arc A P i ainfi puifque 4 x = j^jr , on tire dy* "=s 



, Se ydx -^ djf =sdx V II- s= ,.^ V.*+-4x. 



4* "^ . 4J« 

Maintenant pour voir plus fenfîblement l'avantage 
de cette méthode , nous allons comparer la folution 
qu'elle donne de ce Problème avec celle que donne 
]a méthode commune , qui conflfte à réduire cette 
ditférentielle en une ferie infinie j & a prendre fe- 
parement l'intégrale de chaque terme , ce qui étant 
^it , la fbmpie de toutes les intégrales particulières 
donne la longueur de l'arc cherché. En tirant donc 

la racine quarrée 4$ U quantité 4 + 4v > on trouve 

x^'ïdx 
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kdx . a\x^^i:dx xkdx xkdx 



V^ H- 4JC 



2JC 



X X ai ai 

idx ^xldx ^ j, V - ^—kdx 



^ IMMI 






&c. d^oùTon tire/— — ^— v'^4-4a: 



, , zxi zxl Axi loxi 



ia% 54Î 7^1 9*T 

&c. = VZ?X I +^^tfl + l£-.I^fî + &c. 

Âinfî fî on demande la longueur de l'arc qui repond 
a l'abfcifTe x = r , (ùppofànt <» = i , elle fera égale 

a vt X I H 1 ~ h &c. mais 

3 3'^5 ^^^7 0x9 

on voit que la convergence de cette (erie cft aflez len- 
te , ce qui obligeroit de prendre la fomme d'un 
grand nombre de termes , qui eft une opération très- 
pénible , d'autant plus que l'on ne voit pas la fuite 
progrelïlve des termes (ans continuer très-loin l'ex- 
traâion de la racine quarrée. On trouvera facile- 

ment l'intégrale de ^ — v'4-H4^ par le moyen 

'■ ■ V 

des logarithmes , car en rapportant cette différen- 
tielle aux tables , on voit que >» == i , & que fuppo- 
fànt 8» •♦- î» — I ■* — T on tire fl = o i cette diffé- 
rentielle donc appartient au premier cas de la for- 
me 50 , & la comparaifon des termes donne î^* = ^, 

Hh 



^4^ Application 

1^ I , OP étant à OA , comme ^^~^ à t î «i 
bien on exprimera l'intégrale de cette Êçon 

-- v<« H- 4* + —^ — j , ^ >>>ou par fart. lo. 



*^ 7* <t C iJTî -1- v; 



vrf-t-44f H ^V — ri: — =,> & quoique txï^ 

* 4 ^ wfî— .v'rf-i-4*S ^ ^ 

foit moindre que v^4 -H 4x, on regardera la quantité 



comme réelle fiiivant ce qu'on a re« 



marqué àihs l'art. 14 : mais puiique xxj 



}/a^4jeX 



*** — . v'rf -♦- 4x = —4 » on aura zxf + ^'<*4-4x . v <« 




uns s'embarralTer des quantités imaginaires comme 
nous venons de dire i par confèquent/ ^^ — V«« 4- 4« 

X 

^z --Vrf •«- 4x + • — j zis. : dans notre exem* 

pie ou * = i , cette intégrale ou l'arc ÀP devient 
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%al a Iv'l H-Kv^i -fr.v'5 ). Mais îV4»= o, <ffi37t4, 
& (è (èrvant dÂ formule M /r on a M = J^ , / égale 
au logarithme de v'i -♦•v's , c^eft-à-dire puifque 
^i= I , 41411 3tf, & y3 x= 1,73x0508 , on aura 
/ == o , 4^77551 , donc M X / =s= o , 1x44488 i on 
multipliera cette quantité par x , 30258509 = r ce 
qui fe fera facilement fi on conftiruit une petite ta- 
ble qui contient les produits de ce nombre par les 
nombres , i,x,3,4, ôcc. de cette façon 

.1 - - - ^ 2. , 30258509. 

1 - - - ^ 4> ^0517018. 

3 - - - "* <^ » 9077 $ 5 *7- 

4 - - - ** 9 > ii03403<f. 

5 X X, 30x58509 -«Il 3 51x9x545. 
tf . . - «15, »i55ï034- 

7 • - - dtt 1^9 f {8095(^3. 

8 - - « :ââ 189 4xoi^8o7X. 

9 • - - «10, 7ijx(f58i. 

On aura donc o^ 1x44488 x 2.^ 3ox5;8509 = 184X 

1 84x0 

9^103 

92.1034 

9x10340 

4t>05i70i 

X30X58509 



o, x8iî5 5394^ 

Se en ajoutant à ce produit ie nombre 0,^ 1x57x4 > 

Hhij 
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la (bmme o, 85>89x<^3 en prenant huit rangs de chir 
fies fera égale à l'arc AP dont rf^cifTe AQ = r., 
On pourroit encore abréger ce calcul en fe fervanc 
des logarithmes -, aind puifque le logarithme de 2^ 
30158505^ efto, ^6111^69 y & celui de o, 1144488 

eft T, o5)499o<J, leur fomme donne T, 45710^3 , 
qui correfpond au nombre o, 18(^5539 comme on 
vient de trouver par la multiplication. Et de cette 
^çon, (1 on demandoit encore l'arc dont l'abfcifle 

eft égale a l'unité , on auroit îv'j-+-^Ch-v^5) pour 
fa valeur ; or t>^5 = i , 118033PT, & le logarithme 

de * •♦- Vy eft 0,62.696x9, d'où l'on tire o, 6x696x9 

X 1 , 3015 8505^ = 1071 

4<fo5 

138155 

107131^ 

13815510 

4^051701 

1381551054 

'>443<^3 542'3 

Ce produit divife par 4 donne la valeur de la for- 
mule M X / X r, laquelle étant ajoutée a i , 1 180339I 
donne i , 4785)418 pour la longueur de l'arc cher- 
ché. Si on fe (èrt des logarithmes , on trouve T , 
75)71418 pour le logarithme de o , 6x696x9, au- 
quel Cl on ajoute o, 3<îiii57, 6c qu'on ôte o, 
60x0600 logarithme de 4, le reftc eft T; 5573975 
qui répond .au nombre o, 3^090887 > ce qui don-^ 
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ne l'arc égal ai, ^jZ^^zZ comme auparavant. 

En fe fervant ainfi des logarithmes on voit que, 
{i on veut fe contenter de prendre des nombres qui 
contiennent moins que Huit rangs de chifres , il ne 
faudra que quelques mômens de temps pour trou- 
ver par ce calcul les intégrales cherchées , fûrtout 
lorfqu'on a devant foi des tablçs de logarithmes un 
peu étendues comme font celles de M. Gardiner. 

Si en outre on demandait une conftru<5lion géo^ 
métrique qui en quelque £a,^on représentât générale- 

ment cette intégrale -^Va -♦- 4* -+- - 

on pourrait donner la {îiivarite : mais pour voir 
plus clairement comment on peut la trouver , il faut 
réduire les termes fous une autre forme , ainfi le 
premier terme étant réduit tout fous le fîgne fera 

v'~ -»• XX = V~ + XX , d'où l'on voit que fî on tire 

4 . 4 ^ , . , 

ÀL qui coupe l'ordonnée PQ en deux parties égales 

au point L , on aura AL «= V— -♦- xx > enfuite fi on 
multiplie le numérateur & le dénominateur du rapport 




^ par — , on aura — ) — — ,2_±_ 

y/a .1 4 C V^ 

x4-V— -♦-XX 

— ^ > &• pAl, 

41... y /.(^ c 

çonféquent fi F efl le foyer de la parabole j? 

Hhiij 




14^ Application 



M 



V'^-^X* 



? r= AF < — ^-jT — > : mais cotnnic 




a 



tons les trois termes AQ y AL , QL , (ont variables, 
pour en avoir le moins qu'il eft po(fible , on tirera 
lùr AL la perpendiculaire LH qui rencontre Taxe 
en H> & le triangle LQH fera Semblable au trian> 
gle . L Q A , fie comme l'on %iit par la nature de la 
parabole que la fbûtangence de rare AP eft double 
de ^ab(cilIe AQ , la ligne AL fera parallèle à la tan- 
gente au point P « 5c LH parallèle à PS tirée per- 

pendjculairement fur la courbe au point P , donc 

puifque QS eft la moitié du paramétre , QH en t& 

le quart « fie par conséquent QH = AF » ce qui don- 

- AF {^^^^} - Q.H {Si^K a-où a 

fuit que fi à AL on ajoute LM=» QJtil ^^ > 

c*eft-i-dire la mesure ou le logarithme du rapport 

OL "4- LH 

Q^ — au module QH , la toute A M fera égale 

à Tare A P. C ^. F. T, 

PROBLEME IL 

iix. TROWBR U longueur dun 41^ q^elcon- 
^ dt U Jpirde <f Archiméde. 

Soit tirée la droite QA (y%. 41.) tangente au 
jgoint Q commencement de la fpirale donnée QPA^ 
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fou A le point où elle coupe la fpirale , &; du cen- 
tre Q & dti rayon QA on décrira le cercle ACAi 
& ayant mené une ordonnée QPC qui coupe la 
fpirale en P &le cercle en C > Ôc une autre ordon^ 
née Qpc infiniment proche de l'autre , on décrira 
du cemre Q le petit arc de cercle P» , & nommant 
AQ*, tf ) Q? , y'i AÇ y x > & la circonférence en- 
tière c , les fedeurs femblables CQc , PQ« donne- 
ront , AC ^a) . Ce idx) :: QP (j) . P« =-^ j & 
parce que la nature de la ccmrbe 4oAnc **= cy, 

on tire P^ = V— ~ -i- <(f» = -=^\^«4-i- r ryjr. Cette 

différentielle fe rapporte a la forme 50 puiTque » «s t , 
& la comparaifôn des termes donne fl «» o , D a» — , 
e=>, /= ce, & ritttégrale ou l'arc QP égal i 

2rf4« /^ 4f lAPj 24i« ^ "Jr7 -f: 



--<v^-- ===>: mais parce que ^y» 




Xcjf — Va^'^ccyy^'^ â,*,en regardant comme réek 
les rapports imaginaures on aurav' ^^ 

cy — ViT* -I- ccyy 



— ou ■ > par corne* 



44 



f> — ^^ -H ff^'Jf 



A P F L 


I C 


A 

H- 


T I O N 








Ma 


ccyyX 


xaa 


ccyy 



^48 

quenc QP = 

on trouvera donc cet arc de la manière qu'on a fait 
voir dans le Problème précédent. On en peut don- 
ner auflî une conflruâion géométrique fembiabie à 
celle du Problème précédent : car menant la tan- 
gente PT qui rencontre en T la li^e QT tirée'per- 
pendiculairement fur l'ordonnée QP on aura fuivant 

ce qui eft démontré par Archiméde QT = -^œ ^ 

qe qui donne PT = — ^** -♦- ccyy , & en divifànt 
QT en deux également au point F , & menant F L 



parallèle à TP , LF == -^—'^0^ -h ccyy qui eft le pre-^ 
mier terme de l'intégrale : pour conftruire le fécond 

4a Ç cy •*• Va* •*• ccyy \ - ^, , 

terme — < — ^^ ? on tirera lur FL la per- 

ic l. aa j . t 

pendiculaire LH qui rencontre en H la ligne FQ. 
prolongée, & les triangles femblablcs FQL, LQH 

donnent FQ g}- QL{f} = : QL {^} . QH = 

— qui eft le module cherché i enfùice multipliant Ôc^ 

j •/' y t cy -^ Va* -^ ccyy 

divilant par ^^ le rapport — ^ , on aura 



laa *-* aa 



eyy y , 

— -H — v^^ -*- ccyy ^ ^ ~ 

%éta 2<M ^^ Cy -4- V^ 



■< »*» 



^> or on vient 



Z 4ka 

de 
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4e voir que ^ := FQ, & ^71^^= FL, 



par conféquent f^{S^±^^^} » qh p^} 

p» QH {^^QH^"^ à caufe de la fimilitudô des 

triangles FQi , LQH j Ci donc à FL on ajoute LM 

égale à la mefure ou au logarithme du rapport 

QL-*- LH 

: — qJj- — au module QH, la toute FM égalera 

l'arc QP. c. ^RT, 

De ce qu'on vient de £iire voir dans ces deux 
Problèmes on découvre une grande analogie entre 
la parabole & la (pirale à*ArAiméde , ce qu'on peut 
remarquer en pa&iît . 

On voit que comme dans la parabole , QH (J^, 
40.^ eft le quart du paramétre > de même QH (^. 
41.) dans la fpirale eft une quantité con(bnte, qu'on 
peut regarder comme le quart de Ton paramétre « 
îurtQUt . puifq^'en fuppofànt que le paramétre com» 

tnun de ces deux courbes eft 4QH = -^ , & qu'ea 

prenant deux ordonnées égales QP , QP , on trou* 
ye que les iôûtangcntcs des ^rcs , AP , QP , font 

égales , leur valeur commune étant ~ , & qu'ainû 
l'abrcifTe AQ dans la parabole eft égale à FQ dans 
U îpirale 9 ^ (Comme dans la parabole on a QP sa 



tjo ArPLIcÂTIOM 

AQ X ~ , Je mcmc dans la fpirale le triangle recJ 

C 

tanglc FLH donne QP = FQ X ilf! i de plus puil^ 

que les triangles ALH & FLH font égaux en tout. 
Tare ÀP de la parabole eft égal à Tare QP de Ù 
(pirale. 

P R O B L É M E III. i 

113. TKOVVEK U longueur £un arc quelconque 
de U courbe logarithmique. ^ 

: Soit donnée la logarithmique EM^m , {fig, 41.^ 
dont l'afymptote eft la ligne ATraf-, pour avoir là 
iongueur d'un arc Ee, on tirera les ordonnées £A, 
ea y 6c les tangentes £F , ef, &i une autre ordonnée 
gh infiniment proche de e<t , fur laquelle on tirera 
}a perpendiculaire en, de û. on nonune a la foûtao» 
gente afc^ui par la nature de la courbe eft une qusn- 
(ité conftante , l'ordonnée ae ,j^ , les deux triangles 
ièmblables 5 faf, enb , donneront , ae ^y) - ef 

( v/w -^yjy) z'.bn (dy) , be = ~»^*<ï -h^J' : or cette 

di£férentielle {è rapporte â la forme 45» , puifque » =» j 
J& la comparaifon de^ termes donne = o,D=x^ 

7 

*^Tiipi^'^^'"*"-^-^""'*T — =^K» op 
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ctant à OA , comme V^/i -H^J' ^ * : mais.parccquc 



v'^.ï ->^yy X 4« — v^rfrf 4-^)f =7 "^ yy > O^ .^""^ 



en 



^a^yUT^y^ y "^a-Vaa-^yy 

choififlànt cette dernière valeur comme étant la plus 
' ' . - 

commode dans cet exemple , l'intégrale eft >/aa -^yy 

- ' L '-Jzfzj^ = '^- '/(^/} • °" p'"- 

.tôt g/—» a,f\ • r^^ —f \ Suivant ce qui a été remar- 
qué dans, l'art. Z4. Par la. même raiign pour le- point 

^ • ' 'f *-■• ÀE ' 1 " 

f on auroit. l'intégrale EF— AF (ep\~Xf5 * ^ 

de cette intégrale ôtant la précédente , on trouve 

pour refte EF - ^-^ ff {.7^} - AF [g^jjj 
qui eft la valeur de l'arc E^ô cet arc fera donc 

\* ...» 

connu en évaluant les termes */ J -5-: — -\ , ÀF 

1 Vp . p / par le moyen dé la formule iA x7xV, 

comme dani le premier Problème. ' On peut donner 
à cette intégrale la conftrui^lioiî générale fuivante.' 
^ Ayant "pris fur EA la partie AL = EF — AF^ dn 
%ireffa\LM parallèle à, d'afyifi^lotè qui "reAtontre^k 
courba au point M , & puifque l'on fçaitque: la par- 
tie de l'afymptote compriiç -entre - dettx -ordonacèg 



i^t Application 

eft le logarithme du rapport qui eft entr'elles eit 

prenant la foûtangente pour module , il s'enfuit que 

LM = A F \ £p_ Ac i • ^" prendra pareillemenc 

fiir ea la partie */ = */*— <*/*, &' tirant Im pa» 
ralléle à Talymptote qui rencontre la courbe en m, 

on aura Im = ^f\ r f i> et qui donne tare 

Ef = EF — ^/h- Im — LM. C jgj^F. T. 

PROBLEME IV. 
114. TKOVVBK la longueur £uu arc de h 05- 



Soit A le fbmmet de la Ciflbïde AP Cy%'43J> 
AB le diamètre du cercle générateur , & B£ fba 
afymptote > tirant une ordonnée quelconque PQ , & 
nommant AB , «> BQ, x > PQ ,jr } la nature de la 

courbe donne y sssu m^x^ "^* > d'où l'on tire dy 

as— ^ , & V*/*» H- «(»' = 

X%'4+3;r ou plutôt— îlZ±-î^7:;:p, parce qu'oji 

cherche l'arc A P & non pas l'arc infini PO. Cette 
différentielle comme on voit fè rapporte à la forme 
50 , parce que »i =« i , & en comparant les termes 

on trouve ft=* — x,D=ï-,fss=4., fs= ^ j H 

- AX^ïdx a -^ XX 5- ^ 

Smm > va 'i'yx wm av — — i- — —^{aé 
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Hi 



) ou plutôt , parce <jue •? +vt^JZ 

5 % jf . 



* * * i Va y 

mais parce que cette intégrale doit être nulle lord 
que X = a, on voit qu'il en faut retrancher za — 

ÇVit^2Va\ j '■ 

^^ l — Va — ~yV^ confêquent l'intégrale coroplet> 
te eft ^^î±ji - r^ ^ ./3 j!2î±^ 

par rarticle lo. on trouvera donc Tare A P par le 
moyen des logarithmes. Pour donner une conftrn-» 
'âion géométrique de la folution de ce ProRlême 
il faut tirer par le milieu L de l'ordonnée PQ la 
ligne A LE qui rencontre Ta^ymptote au point E, & 
la fîmilitude des triangles AQL , ABE, donne, AO 

<4— ;r).AL l^^^î^iriB rt AFU\ . AE « -tL X 

^'« — ^'•*-— = -V^-ilif , ce qui donne ^r— 

— i<t == iAE — lAB , qui font les deux premier* 
termes de l'intégrale r on appercevra plus aifément 
de quelle manière on doit confkuire le terme aV^ 

Ivp+vT^Fi^J ^"^ le multipliant & le divifint paç 

• * '*'«. «'•"■•••- ,-.^ 

Il U| 




rxfy. «"A i» P L I C A f f O N^ 

Va, ce qui donne <tv^5 j— ^'*'* '*' . ^^ - Cjoiitireri 

donc la ligne A F qui rencontre l'afympcote en F , & 
qui fàfTe avec BA l'angle B A F de <o degrés , ou , 
fç, qui revient^ au même , du centre A .^ du rayon 
2.AB on 'décrira uu arc de cercle qui coupera l'a- 

fymptote en F , & on aura AF = x<t , BF »= V5 ^«4 
= 4v'3 : on prendra aufïi BD en forte que BQ . BD 
i : BD . BA, ce qui donnera BD == ^âx , &' tirant 
DG parallèle à' AF, les triangles femblables AFB. 
DGB donneront BG = y/Tâx > & menant AG , on 



aura AG = ^*<« -h ^tix y par conféquent aV^ 

^^^^ax-^-^aa^iaxS . IBG-l-AG^' 

Si l'on veut fe fervir de la conftru<îHon de M» 
Cotes on multipliera & on divifcra le terme 3^1 /t* 

-;= — _ ■ > par V— , ce qui le réduira a cette 



forme x^iaa ")"r= — ^-^ S & tirant la droite AC 

qui. re/Konti-e i'afymptote en C ,.& qui .Éifle. avec 
AB l'angle BAC de 30 décret , BC fera la moitié 

de AC , & 'par conféquent AC — BC = 3BC =3 
4<« , ^BÇ = v'ï^ , ôc AC =t= v^M » enfuite prenant 
BD = y/ax. cojnme dans. la conftru<51;ion précédente^ 

& irienant PC , on aura DC ^^y^aa-^A^ -> d*o4 
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Ion trouve \y/Laa, <—— ===: 



on trouve ^V^aa 






;^^ iBD-fDCj 



BCJ iS»> donc l'intégrale totale ou l*arc 



E^ eft égal à zAE — lAB 4- BC \ t 

^ CBD-i-DC 

... - * • 

Ufage de la Théorie^ pour la quadrature 

des Coûtées, > 

Entre le grand nombre des lignes courbes dont; 
on peut trouver la fur&ce par cette théorie , il Cuf- 
fira d'en apporter quelques-unes pour en faire con^ 
noître l'ufage. 

PROBLEME .V. 

: • \ 

- J15. TROVVÈK UJurface de h courbe appelléi 
la figure des Sécantes. 

Dans un cercle donné QS (;%. 44.) décrit du cen-- 
tre O ôç du rayon OQ qu'on tiré la tangente infi- 
nie Q^ i & par fous les points S de la circonfërenr 
ce les fécantes OP > tirant auffi la droite AR égalç 
au quart de la circonférence, &^l^vant la perpen- 
diculaire AD = QO (, on prendra AB == QS, & oii 
menexa . BC ==^ OP , <ôc ainfi, on forhiera la courb^ 
DC : fî maintenanc on tire la (ecante Op infinimenc 
proche de OP , qui rencontre la circonierehce en /, 



•'_■>• 



i5^ • A P PLI C A T I D W 

& P» perpendiculaire fur O^ , & qu'en prenant B^ 
st= Ss y on mène l'ordonnée he , nommant ÔQ ou' 
AD , r i QS ou AB , x *, OP ou BC , jf > les trian- 
gles femblables OQP,?»;^ donneront, QP {Vjj'^rr) 

. OQ (f ) :: vp {dy) . Ptr = -~L^ ; & les fcc- 

// — *■*' 
teurs femblables PO*' , SOj, OP (j») . OS (r) :: P«r 

rdf P rriy 
"= rT=: ^ . Sj = — : = B«» 5= ax , ce qui 

éoaûtydx = ■ — . — a»B^cC différence de Tef^ 

v// — rr 

fâce ADCB. 

. Cette diâerentielle (k rapporte i la forme 48 , & la 

c&mparaifbn des termes donne 4i«B»j0«BO,Dai 



Vyj-^rr 



mm 






y^^yy — rrX y-^'^yy -^rr =» ff , on aura ff 

V:^ ====> = rr {> ii ? ou ri* 

y '^yfyy — rr\ l r J 

y -=— p== ? , c'cft-îUdire , l*efpace ADCB =* ôq5 

Çe Problème eft d'uTage dans Ja navigation, 

PROBLEME 



I 



» • 
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A 

O B L E M E V L 



iitf. TKCVVEK la qHAdrature de teffue OAQf 
dt la. courhe* AQ ( fig. 45.) dont la, nature , en nom- 
mant OA , a > Vahjcïjfe AP , x -, l'ordonnée PQ , y; 
eft exprimée par £ette équation, aay •+■ xxy == a'. 

D £ l'équation de la courbe on tire y =3 



aa -*. XX* 



ce qui àonnt ydx =* pour la différence de 



^ l*e^ace variable OAQP. On voit que cette différent 

tielle appartient a la féconde, forme , & que w = i , 
fl ss= o , D s= <«?, é^s=e aayfeaa t ^^^sssxx^ d'où par 

le premier cas de cette forme on a P =0 

-^~X 4(PBO)= tf/t(PBO), puifqué4 = xBO 

X ua • • ^ 

= i : ainfi cette intégrale dépend de la mefiire d'un 
angle , dont le rayon eft a la tangente comme OA 
a OP , ou coçime a 2.x y d'où il e*ft clair qu'en tirant 
AP, l'angle PBO de la forme eft le même qu'ici . 

Tangle OAP , & que par conséquent f — s« 

#<t(OA'p) = Ao'(OAP). 

On trouvera la valeur de cette intégtale par la 
formule N X R x r ? par exemple fi on veut que a = 
AO = I , J^ == GP =* T , on aura R = 4it = i , & 
puifque le r^yon eft à la tangente de l'angle OAP 
comme z à i , on trouvera par les tables des (mus 



« 
• 



i<8 Application 

• & tangentes que cet angle eft de ztf". 33'. 54 =t<r, 

54^5 , ce qni donne N = i(? , 5^5 , &: (î pour la com- 
modité de ces Cottes de calculs on fait ttni: petite ta- 
ble des produits de o , 01745 3x5^ par Jes nombres^ 
► . X , X , 3 , &c. 

I - - * "=0,0174:5319. . 

t -v - - "=0,03490^58. 

,. $---*" o, 05135987. 

5 X, 0,0^745 iip- HB o, o87itf<j45. 

tf - - -. =a O , 10471974. * • 

7 - - - bbOj 11117303. 

8 - "- - =Bs o , 139^*1^31. 

9 - - - «sso,i 57079<?i. 

OnauraNx.R,»<r==itf,5tf5xo,oi7453i9=oo87i^<!r4j 

* * . 010471974 ■ 

oo87i<^tf45 
• 010471974 

003490^58 

0,4^3 «^4^^:48 8 5 

quieft la valeur de l'efpace OAQP lorfque QP = i-, ' 

On trouveroit encore la même chofè trcs-fàçile- 

ment en Ce fervant des logarithmes : car puifque le 

logarithme du nombre o ^ o 1 74 5 3 19 eft T , 14 1 877 3 5 , 

• & I , 4143098 celui de i^ , s^$ l h Tomme 7 , 

666 i9yi^ répond au nombre o , 4^3 ^4^^;, comme 
on vient de trouver, • ' 
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Ce calcul deviendroit beapcoup plus péoible (î 
(ùivant k mcthode ordinaire on cnerchoic l'inté- 
grale de la'différeiitielle • 
finie. 



a^Àx 



par une^ 



ne in- 



La con{lrù<5tion géométrique de l'intégrale A O 
(OAP) eft trcs-fimplei car fi du centré A & du rayon 

AO on décrit le quart de cercle. OB , qui coUpe AP 

en C , l*arc OC eft la mefiire de l'angle AQP au 

module AO , c'eft-à-dire OC = AO (ÔAP), ce qui 

donne le fedleur OAC = — ( OAP ) , & par con- 

féquent l'efpace OAQP çft égal ou double du feâieur 
OAC , & l'efpace total AEEO compris entre la cour- 
l:>e A£ & (on afymptote 0£ eft le double du quarc 
de cercle OAB. C. J^ F. T.^ 

fROBLEME VII. 

X17. TBiOVl^ESi U finfAce £ime partie quelconque 
de la, courbe OBCLO < fig.' 4^.' ) le rapport des ahfcif- 
(es AF ou NH ^x f^ des ordonnées FH ou AN, 

• • • 

jyjtant exprime par cette équation x* — tf aaxx -*- 
4xxyy H- a* = o , dans- laquelle a = QB , quwi 
Juppofe parallèle i A'N. 

L'EQUATION de la, courbe *•♦ — Caaxx -h ^xyy 

il* = o , ou ^ "" XAOXX -t- ii* = 444XX — J^xj/y ^ 

• 

= + ixVtftf — fcjf^ ,' d'où l'on tire 

Kkij 



donn^ AA'^ XX 



i<^o 



AfFLI. CATION 



Viiit 



-yy 



^AA'-^yy y par confequent on 



aura xày = ^j' Vi^f^ — -^jr— dy'^AA-^yy = 

différdUe de l'efpace AOHN / &^^. = dy^fi-M^yy * 

-+- df^AA — /^ = NSi« différence de l'efpace 
ACSN. Ces diffcreiîtielles étant rapportées a la for- 
me 50 , on en . trouvera les intégrales par à&s arcs 
de cercle de la manière qu'on a vu dans le Problè- 
me précédent i fr on en veut une conftru<fliqn géo- 
métrique , il n'eft nullement néceflaire .d'avoir re- 
cours aux tables , les difTérencielles font (i (impies 
d'elles-mêmes qu'elles en indiquent clairement lacon- 
ilruâion : car puifque l'équation de la courbe don- 
ne QA = QB , il n'y a qu'à décrire du centre A 
.& èi^ rayons AQ = * , AM' = 4v^t , les quarts de 
"cercle QD , MG , qui rencontrent les lignes N S , 




1.AA 



yy 



ns y en P,^, & E,^,& on aura NE 

NP = ^AA-^yy , & EP = VtaA -^yy — ^aa — yy , 

ce qui donne EP^^ ^= dy ^xaa ^-'yy ~~dy^AA -^yy i 
d'où l'on voit que E P eft toujours é^A't à NH , & 
que les' élémens E^pe font tous. égaux aux élémens 
NHi&«', ^ par conféquent MQPE = AOH*N, 
d'où il fuit qu'en tirant BD parallèle à QA & tan- 
gente aux points B & D , on aura OADB = QMBD. 
De la ftiême manière on voit que ACSN =" AQPN 
4-- AMEN , ACBD=i iA'QD -4-QMBD, & puii^ 
4jue QMBD ^ OADB , il s'enfuit que OCBO =? 



• • 



I * 
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lAQD= AMG. On peut voir auffi la quadra- 
ture de cette courbe ( de Methodo Integ, J. Ber- 
noulli Le£i. 3'. ) 6c ( AtiAl. Dem, du P, Keyneim art* 
8io. ) C, ^ F,r. . • 

PROBLEME VIII. 

118. TKOVVEKÙ Jurface de U Conchqïde de 
"Nicomede. 

Soient AE , B)J, (^..47.)' les deux courbes qui 
compofènt la Conchoïde décrites dil pôle P , dont 
l'arymptote commun eft C D perpenHiculaire {iir PC- 
Du ppie P qu'on tire une ligne PD qui coupe les 
deux courbes en 4 & E , & l'afymptote en D,. qu'on 
tirç auflî une autre ligne Vm infiniment prcKhe dé 
PD, flc du centre P ayant décrit lepetk arc D^, 
nommant AB,'tfiPC,^> CD , x > les triangles 



femblâbles PCD*, Dpm donneront , PD {y^bb -^xx), 

bdx 

PC (h) : : D» (dx) . D^ == J - : or on Tçaic 

par la nature de la courbe que^ i^. == AB , iSc qu'ain- 
il F^ X Dû = --'■ . qui eft la différence de l'efl 

pace A Ei^B. Cette. différentielle fe rapporte 1 la for- 
me 48, & la comparaifon des termes donne »i=z, 

fl=0, D aa ab,e:=ssbb.f^ l\ g» ^'XAT , & / ~^— 1^ 

^ : . Vàb-t-xM. 

« I I I ■ ' I 

aèÇCn ,\\x-+'Vbb^M9c7 

■"Slof— *^ 1^" y,, f« ïïï^»s parce qtKj 

Kkiij 



x6t 



Application 



Vi6 -^xxXX-^y/it 



I 



ViS^xx 



» XX 
X 



hb. on SLUtzah 



^bk^ XX 



A 



f CD -H PD 
PC {-PC 



b 



ABx 



r-p on trouvera donc la valeur de 



cecce intégrale par le moyen des logarithmes. Si Ton 
prend CM = PC. < — p^; — i > ^ qu*on tire par le • 

point Mia droite G ML parallèle a AB & qui rcn- 

* "contre eâG &L les lignes AG , BL perpendiculaires 
(ur AB , il eft clair que le parallélogramme AL eft 
égal à l*efpace Conchoïdal AE^B. 

Si on veut avoir l'efpace AEDC , on décrira • du 
centre P & du.rayon PE le petit arcE^ & puifque 
ED = AC les feàeurs femblables DP^, EP^- donne 



. Ee 



ybb-^xx 

bdx ab dx 

~ ^nnô'» t ébb^xx 

77" ,, ED- éibdx aab dx 

Dp X — »s ^. H ^ X •; 



i d'où l'on tire 



XX 



£^ _ 

'^ " t iVhb-hxx' ' 8 ^ bb 

EepD différence de Tefpace EDCA i'mais on vient 

abdx 



de voir que/* 
la différentielle 



= =s ACMG , & rapportant 



2.Vbb-t-xx 
aab dx y . f, t /• 

X LL a- w leconde forme , 



8 



bb 



XX 



en trouve que fon Intégrale eft — - x 4 ( P B O ) 

X X 9 



D £ £ A 
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Z6^ 



ma 

8 



(PBO) , OP étant à OA, ou le rayon à la tan- 
gente comme ^ à ^ , ce qoi fait voir que fangle PBO 
eft le même qu*ici l'angle DPC , donc l'efpace AEDC 

eft égal i AGMQ -H — ( DPC ) i fi donc l'on prend 

fur l'afymptote la partie CN = CP( DPC) ,.c'eft-à- 
dire CN égale a l'arc CH décrit du centre P 6c du 
^ rayon PC &: terminé par la ligne PD, & qu'on tire 
PN 6c par le point M la droite MF parallèle à 
PN, à caufè des triangles . fembiables CPN, G M F, 
puifque CN eft égale a l^rc CH mefùre de l'angle 
DPC , G f fera égale à l'arc ,• qui mefure le même 
angle , décrit du rayon MG ou AC > 6c par confé- 

^uent G F = ~ (DPC) , Ôc GF x -^^ == ^ ^^^^^' 
donc le trapèze AFMC eft égal a l'efpace AEDCi 
d'où il (uit aufti qu'en pi^longeant la ligne FM juf- 
ou'à ce qi^'elle rencontre B^ €n /"i le trapèze CM/^ 
eft égal à l'efpace CD^B. C. ^ F. T. 

P R O B L E M E .IX. 

Il 9. TROVFER U quadrature de la, courbe dont 
le rapport entre les ahjctffès x , ^ les ordonnées y , 
^fi généralement exprimé par cette équation ax* -h 
bx'ly' -t- cy* = o. 

On fuppofera que la (ûrface de la courbe pro- 
pofé^ eft égale à la furfàce d'une autre courbe donc 
les ordonnées font u 6c les abfcilfes z , d'où il ùài 



\ 



Xtf4 A P P»L I C A T I O N ' 

que leurs dîfFcrences fêronç égales , c'cft-a-dirc ^</j^ 

é 

ç= ud\y enfuitc on fiippofera — = î?;,, ( j eft un 



expofanc indéterminé ) , ce qui donne x 



t tr s 



ss z'' y x^ =^ s"* tJ , X '— ^dx, = dz, > d'où l'on tire 

I 



«x'~ 



^ ïl" 



dx 



•+- bx'^y •+• cy"* 

ll-¥"S'— I X «• 



S » X r 

A . A- 

as* zj 



^-7— , & delà <tx' 



^«'X 



1 x*- 






f X T S I X T 



o,& 



en divisant l'équation par 



It-^S 



1X9 fl^S-^l H 9 
«Xî^ ; , 



on aura as- 



H- 



^■^ 



IX* \ 

K 






l X (T 



« 



1 X T 



A* ' X X T 



-H 



7* 



•j 



= o : afin donc de faire enforte que -le troifiéme 
terme de cette équation ne foit point embarrafle du 

produit »s;^,.onfuppofcra l'expoûnt - 




o. Ce qui donne s 



'T^ fi, 



-,&î^:=£. 



/ •! X^ 



. At 



fir — \ff 



r — 0- S- /x, 
Xr — /btT — A<T • 

^■w— ^ ■-■ ■ ZSSm 



- ; pour abréger , on fiipporera 
0^6c ainCi réquajion trouvéç çî-dç£ ' . 



fi 



us 
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Mis deviendra <« j*^^ -t- ^w*" 4- t »' = o , ce qui don- 



i c fi- — — — — 

ne j^ = -. — lyr — - !(-' j & parce c^nQ/j^d^-i- zd» 



a a, 

— -»' — ^»' , & que «iiC=y*j&»SL = ^,' 

on aursi/ydx = -^ — /"^x »'— -*' . 

Il eil facile de connoître iùr le champ Ci la difFé- 

renrielle — x— — »r ^«7 eft comprife dans la 

théorie qu'on a donnée , 8c par conféquent H la 
courbe propofëe eft exa<Stement quarrable , ou fi ù. 
quadrature dépend des feétions coniques . ou de quel> 
qu'autre courbe d'un degré plus élevé : c'eft ce que 
M. Newton avoir découvert autrefois , comme il 
l'alTure dans une lettre qu'il écrivit à M. Collins 
datée du 8 Novembre i6y6. ^ . 

Soit donc l'équation de la courbe dont il faut 
trouver la fùrfàce , x^ -^ axy •+-y = o , & oh aura 

Jf=t ji8=™ I , ce qui donne Jydx = —^ — / — x 

s» — »» =s — ^ — n 1- — r , ou plutôt — i -^ 

3 3 é ■ *^ 3 3J« 

•7-— en mettant au lieu de u fa valeur -^ , mais 

• X « x\' 
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z caufè'de l*éqimtion. x^ — éxy -+-y = o, la quan- 



c 



rite îa- _ 2? H- -jC- fe réduit i ÎZ - 2Z 5 on 

trouvera donc exadement la {ùrfâce de cette courbe. 
Si l'équation de la courbe ctoit x» — s^jfy -+■ ggf 
= G , dans ce cas on auroit a=s5,/»"« 3 ,»^«»*» 

r «8 5,4aal ,iaB^>I , tf=Bgg, d*oÙ l'OU tire /=:49 

/8 ss >. I ^ fie par conféquent la furface de la courbe 
igalei-^-/-x»*-ig»' -f- /;».-^^ ' 
or' U différentieUe -Q^fc rapporte à b pre- 

,4X1 — gg« 

miére forme , (on intégrale donc fe trouvera par la 

meHire d'un {apport , &; ainfi la quadrature de la 

courbe propofee dépend de celle de l'hyperbole. De 
cette manière on peut chercher la quadrature de tou- 
te autre courbe dont l'équation fe rapporte à celle 
du Problème. O. J^ F, T. « 

La méthode qu'on a donnée dans ce Problème 

f>our réduire l'équation de la courbe en une nouvel- 
e , dont la forme foit propre à faire connoître- la 
nouvelle courbe de laquelle dépend fà quadrature, 
eft principalement d'ufage pour les équations où les 
deux variables x 6cy font tellement mêlées enfem- 
ble, qu'on ne peut commodément les feparer par 
les méthodes ordinaires de réfbudre les équations. Si 
l'équation de la courbe a plus de trois termes > on 
la réduira en une nouvelle d'une manière tout-à-fait 
femblable à celle de ce Problème , comme on peut^ 
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ytoit dans les cotqU. 7..^ 8. de U prof. 9, de ^a^ 
drat. Curv* Newt, 

PROBLEME X. 

. 110. DANS une portion donnée BD ( fîg, 48.) ^unê 
parabole quelconque dont taxe efi AV y ayant mené 
une ordonnée P D > <gf' lindéfinie B O pâarallélt k 
PD , tpion tire la. droite AD qui coupe "RO en C^ 
^ qu'a» tire C Q parallèle i B P qui coupe PD e» 
Q i cela poft , qùil faille trouver Voire de la cour* 
he BQ^ qui pajfe par tous les points Q ainfi déter^ 
minés. 

Nommant la donnée AB « 4 > BP ^ 4^ i PD «j* i la 
nature de toutes les paraboles peut généralement 
être exprimée par cette équation j»* = x , rexpo- 
fànt m étant un nombre poQtif entier ou rompu » 

& à caufe ê^ triangles Cemblables APD , ABC , on 
a AP (4 -1- x) . PD (j») ou (x» ) c t AB (*) . BC =:^ 

■ = PQ > donc ydx =s ., or Ton voit que 



cette difFérencielk (è rapporte aux tables > & qu'on 
en trouvera toujours l'intégrale. Par exemple fî BD 
eft la première parabole cubique ^ Ton équation efl 

ys=x, &. l'efpace BQP .«y— I — : en rappor- 

tant la di^érentieHe ^—^ — aux labiés ^ on voit 

Llij 
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^u'on à premièrement » s= i»-^ enfuice £d{ànc d« *v 

^n— I «4 , l'on tire fl-»^ ^ta. i -i- j, ce c^ui fait 

voir que 0:bx,&-ss|-,6c par confequent cette 

difTérentielle appartient a la tR)ifiéme forme i 6c ^uiC- 
que D = 4 , ^ == 4 ,/*= I , ^* = X , l'intégrale par 

Je premier Us <ie cette forme eft ^àxj — 3<w x îV— 

k — /8 (BP:BO) -I- î (DP î DD) -4-4 (PBO)j 

mais parce que j8 eft la corde de la (îxiéme partie 
de la circonférence dont le rayon eft l'unité , & ^^ la 
corde du double de cet arc , on aura (ivBsi , & 
4aaB I ,. 7310508 , & fl'intégrale fera yax^ — a^ 

igpj.— afxi, 7310508 ( PBO ) ou bien ^ax} -f 4. 

g,j _i_ xj y 

=;=> — 4, X I , 75^0508 ( PBQ) à 
yaj — 47 xf H- xî> . 

eaufe que OP » OA :: *f . M : la valeur de cette in- 
tégrale fe trouvera par les régies déjà employées dans 
les Problèmes précédens*. Si on veut que x = i , & 
s =si X, 6c qii^on demande Tefpace BQP j dans ce 

cas on aura ^axj ==: 6 ^ Se af 




^^«^{7= , ) on cherchera la valeur de- 

cette expreflioft par la formulé Mx / x r, le, calcul 
en eft facile Ci on le fait par les logarithmes j on 
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trouve donc y/i6l \ ■* >= i , tf^7<88î 

enfuite cherchant l'angle PBO de la manière qu'on 
a enfcigné dans l'art. 75 , on le trouve de 48". 44. 
1", ou 48, 7}jtfi, & ainfi la. formule N x R x r 
doijne ^16 X 1 , 7310508 ( PBO)=: 3 , 711171, d'où 
l'on -tire tf — i , ^97588 — 3 , 711171 = 0, 5P0140 
qui eft l'efpace demande. C, ^ F. T.j 

PROBLÈME XL 

m. TROVFEK la quadrature des ellypfis (§^ 
des hypetholes dé tous les ' gevKes. 

. Soit une ellypfe & une hyperbole quelconque 
AQ, {fig* A% @^ 50. ) dont l'abfcifïe AP eft x, l'ordon- 
née PQjj', & l'axe AB,i(: par la nature de ces cour- 



■» m-*' H 



bes le produit AP X PB eft à PQ en rai- 

fon donnée , comme.de i» à ^, les «xpb{âns*«i èc 
n étant des nombres pofitifs entiers ou rompus > ce 

b ■ ' ' — >* 

qui donne ^w -t-» = — x^x^-i-ff > U, jf dx =s 
»*;y_ X x'^-i^dx x*Xx^~*"*:or puifque h 

= I , il eft clair par l'art. 90. qu'on trouvera 

toujours l'intégrale de cette difFérentielle. Soit m = z^ 

ib . 1.' 

& « == I , & on aura ydx = y- x xt»x ^^ a^x * ^ 

on trouvera l'intégrale dans ce cas par la forme 54* 

Lliii 
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Soit j»=«s3,&»=i)&la diâerentielle^^x fera 

égale à celle-ci ^- x jrii;if x éZ^x^^ laquelle fe rap- 
porte a la forme 58. Si m^=i 3&»=x,il viendra 
j»ijif ae ^— X xy^x x aZ^x^x cette différentielle ne 

fê trouve pas dans les ubies parce qu'elles n^nt 
point été continuées jufqu'à ce point > on en aura 
rintégrale par l'art. 90, & ainfî des autres fuppofi- 
tions. C ^F.T. 

PROBLEME XIL 

ixi. TROVyEU. U fufnficii £wm Sfhérétéâ for* 
mé féif U réyolutiom £itm ellypfi Autour de fin éxe. 

Soit ANB (7%. 5 1.) 1^ moitié d'une ellypife, donc 
le premier axe eftAC, le fécond CB> le foyer F i tirant 
une ordonnée XN, & nommant CA , a, i CB, b % CX, 

.. h , , exdx 

jr>XN,jf,onauraj'=î-V44«-xx,47=— — , 

& fi l'on mené l'ordonnée x n infiniment proche de 
XN , la différence de là furface fi>rmée par la révo- 
lution de l'arc BN fera éealeau petit arc N« mul- 
tiplié par la circonférence décrite du rayon XN , c'eft- 



â-dire , fi - marque, le rapport du rayon à la cir- 

conférence, cette petite furâice (tts^ pyy^dx'-^-éjf^i 
fi on veut avoir un cercle dont la furfàce (bit éga- 
ie à celle du Sphéroïde , nommant x, le raydh de ce 
cercle ,p\tn fera la circonférence , donc par l'hy» 
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pothéle fpy'^dx^ -+- df" = —-^ , ce qui donne. 



Jxy^dx*^ -^dy" ^=^%^x mais on a %.y^di^ -i- dy^ 



%bdx . ■ zld 



yfafi .^aa-^hh XXX = y/a,^ — ccxx en (ùp- 

— éta *■ 

pounccf = 4if — é>^=CF , & Hippofànt encore 
t ,0, Il 4t,m=^ — «on dcduit V^* — ccxx = 

c na 

\odx ' 

^m m -^ XX : cette difFérentielle , comme on voit. 

.M 

fè rapporte à la forme 50 , par laquelle on trouver 

6x • 

que fon intégrale eft — ^/mm-^ xx ^^ b.m (PBO) . 
donc fl dans XN prolongée on prend le point £ 

9m^mmmmmimmimmi^Êm0m 

en(brte que CE = 1» , on aura XE = V|»i» — xXy 
éc tirant fur CE la perpendiculaire XL , les triangles 
femblables CEX , CXL donneront CE {m) . XE 

{Vmm-^xx) ::CX {x) . XL= ^^^mtff^xx. De 



plus puifque dans la for)Bie OP eft à OA , c*eft-à^i- 
re y la tangent^ au rayon y ou bien le finus au co- 

finus de l'angle PBO comme >^mm — xx à x , ou (î 
l'on veut le rayon au co-flnus comme i» a x ou CE 
îl ex , il eft clair que ù du centre C & du rayon 
CE on décrit le quart de cercle QEZ, on aura l'an- 
gle PBO = l'angle XCE ,6cEQ^m (PBO) =« 
(XCE) : mais ^àrce <fie l'intégrale qu'on cherche 
doit s'évanouir lorfquc x = o, on voit que pour la 
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rendre complette il £iHt fe fervir de l'arc £Z , 6c 

ainfî au lieu de l'intégrale CB ^XL — CBx EQ , 
on aura CB >^ XL + CB x £Z » H donc à XL on 



ajoute LM = EZ , on aura ;: = VCB x XM , qui efl 
le rayon du cercle dont la furfàce eft égale à celle 
du Sphéroïde comprifè entre les lignos CB & XN: 
delà il fuit que cette* iùrface eft à celle du cercle 
dont le rayon eft C B , comme X M à CB. Si l'elly- 
pfe ANB faifoit (à révolution autour du (ècond axe 
CB , on trouveroit par un (èmblable calcul la fur- 
fàce du Sphéroïde , qui dans ce cas dépendroit de la 
jnefure d*un rapport. C ^ F. T. 
< De cette manière on trouveroit auflî la Tuperiicie 
de rhyperboloïde , de d'une infinité: d'autres corps- 
iblides. 

On peut auffi appliquer cette Théorie à la recher- 
che de la fblidité des corps. 

U^age de Ja Théorie dans lafolutim des 

Problèmes de Mécbanique, 

■ Quoiqu'il y ait un grand nombre de ProbJcmes de 
Méchanique qui fe rapportent à la Théorie préfente, 
cependant comme ils dépendent pour la plupart 
d'un trop grand nombre de principes qu'on feroic 
obligé de luppofer ici , j'ai cru qu'il fuffiroit de n'en 
apporter que quelques-uns dont les {blutions ne de- 
mandent que des principes affez connus i ceux qui 
voudront une appUcation plus ample , pourront fe 

iàtisfàire 
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, fatisfaire par la le<aure de MM. Côtes & Maclàu- 
AiN , & en s'exerçant eux-mêmes à réfoudre des Pro- 
blèmes qu'ils fe propofeiront . ou qu'ils trouveront 
dans ks ouvrages de Mécanique comme ceux de 
MM. Newton , Euler , &c. 



A 



PROBLEME XIII. 

1X3' ETANT donnée U hauteur du Mercure 'dans 
le Baromètre fur la Jùrfdce de la Terre , trouver cet. 
te hauteur â une diftance quelconque , l,a loi de U 
pefanteur étant en raifin mverfi d^une puifance queU 
conque n de la diftance au centre, 

S G 1 T S le centre de la Terre , {fig. 5 1.) A un point 
de fa furface , & fur SA prolongée prenant un 
point quelconque F, & nommant SA, ri SF,xi 
P la force de la pefanteur au point A , D la denfîtc 
connue de l'air en ce point i « fa denfîtë en F j par 

rhypothéfe on a -~ . — : : P . -^ P = â la pefanteur 

en F , enfuitè multipliant cette pefanteur par la den- 
fité o , & par dx qui eft en même raifbn que le petit 
volume d'air dont la hauteur eft mefurée par dx 

on aura ^-^^ — pour la diflférençe de la preffion que 

toute la colomne d'air au-deflùs du poinç F exerce 
fur ce point i & puifqu'on a trouvé pair expérience 
que la denfité de l'air eft proportionnelle à k forcé 
^e U. .comprelïion , il s'enfuit que <^ eft en mêmç 

* Mm 



174 Application 

raifon que -^ — , & qu'ainfî h étant une quantité 

confiante , on aura idv^s , ou plutôt — ^t^v =» 

^VT* d.X 

— parce que la denfité diminue a mefiirc que 

la diftance augmente. Donc b» =/" — — — , & au 

point A , fr D = y"—- * Maintenant on dira , la 

denfité du Mercure eft à la denfité de l'air , corn, 
me l'élévation du Mercure dans le Baromètre eft à 
un quatrième terme AC qui feroit la hauteur de 
rAtmofphére , H elle avoir par tout la même den- 
(îté qu'au point A > & dans cette hypothéfe la com> 
premon que ibuf&iroit le point A leroit comme la 
quantité d'air compris dans la colonme AC multi- 
pliée par (à pefànteur , c'eft-à-dire , cette comprefGon 
s'exprimeroic par P x D x AC > d'où l'on aura P x D 
X AC = ^D, ce qui donne ^= P X AC , & fubftituant 

cette valeur de ^ , on a — P x AC X dv =i-^- — -^ 
ou — AC X — s» — 7- j d'où ( par l'art. 17. ) l'on 

I I** 

tire — AC X log. « 5s=.— -_ x p:^? >& au point 

A , — AC X log. D = — , otant cette dernié- 

re équation de la précédente il vient AC x iog. O 
- ACxlog..,= j£^ _^X;^, ou AC 



Xlog. 
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V n — I X*"* ' 


riTT X 



— — ^— SA :donc la quantité — —:L, x^ ----^ — .^ A 
^F" »— * sf" ' 

eft la mefure ou le logarithme du rapport entre les 

denfités D & « au module AC. Soit / le logarithme de 

D 

■ — tel que le donnent les tables ordinaires , & par 



Part. i8, on aura ÀC x - = ï— X— 



X SA, 



ce qui donne /==-.==?--- x -^^^ SA. Si la 

«— ixAC sF""' 

pefanteur eft uniforme & conftante , c*eft-à-dire , G. 

nzs=o, alors on a / es m x -_. -, fi elle eft en rai- 

AC 

fon inverfe des quarrés des diftahces au centre S - 
qu*on fçait être la loi de la nature , la foïmule de- 
vient / = ^ X — jp — . On appliquera cette for- 
mule à un ou deux exemples après qu'on aura dé- 
terminé les valeurs de SA & AC. Suivant les der- 
nières mefures Élites par M. Cassini le (As & M. la 
Caille , le degré moyen d'un méridien de la Terre 
contient 57050 toifes , & par confëquent le con- 
tour de la Terre (uppofëe fphérique contient zo5 j8oo3 
«oifes ( U MéritUetme de ?ms ^pag, 1 14.) d'où il fuit 

M m ii 
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que le rayon de la Terrë-'èft de 31^871$ toi{ês , qui 
eft la valeur de SA. M. Côtes trouva par expérien- 
ce que la denfîté de l'air eft à celle du mercure conw 
me I à 1 1 900 , 6c que le mercure dans le Baromètre (è 
tient a la hauteur de tpx pouces , d'où par la propor-« 
tion I . I ipoo :: i9t . AC , on trouve AC = tpi.^^ 
pieds d'Angleterre ou 174^5) pieds de France, ou 
bien 4578 toifes. Ces valeurs fuppofées, on prendra 
i'obfervation faite fur la montagne du Puy de Domme 
par M. Cassini de Thury & M. le Monnier, 
dont le premier détermina par des opérations géo- 
métriques la hauteur de cette montagne au-deflùs 
du Jardin des^ Minimes de ^60 toifes ( Ufirvations 
dWfioiu Namrelle ^ à, ta, fin de lor méridienne de 
Taris , pdg, CLXXIV. ) 






,, j Çaux Mmimes - 17 ?<"•«» o '• ii 

Hauteur du mercure v , ' 

(^ZMpuy de Domme i.^ 9 rr. 

Pour chercher par la formule / == — x — 

^ AC SF 

ja hauteur du mercure (ùr le ?uy de Domme , on 
aura en fe fervant des logarithmes. 

tf, 5143781 <?, 51445x5 9,i-^i'$66z 

X, 7481880 ^,66o6j^Z —10,5373440 

_ 10* 5373440 

le lo^rithme 1 , 7Z5zzxx correfpond au nombre 
«, 053115^ qui eft la valeur de /, c*eft-à-dire, ic 

logarithme de — : or l'élévation du mercure dans 



I 
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le Baromètre eft proportionnelle â la denfité de Tair, 
d*oii , en mettant xj p. o '. — pour D , l'on déduit 
tf ** i3 p. II '; qui eft l'élévation du mercure que don- 
ne le calcul pour la liauteur dé 5^0 toiles: la diâe- 
rence d'avec l'obfervation eft de i^ ligne. 

La {èconde obfervation eft tirée de ï'HjfJrodyaami- 
que de Daniel Berkoulli, où il rapporte pag. 114. que 
la hauteur de la montagne du Pic de Tenertf' SM-àtiXvLs 
du niveau de la mer ayant été déterminée de 1 3 1 5 8 
pieds de Paris ou de iip3 toifes on trouva la hauteur 

j , , S au niveau de la mer - - 17 p. 10 '. 

du Mercure < ^ , . . , 

/au lommet du Ptc — - 17 p. < *. 

Faiiànt un calcul femblable au précédent on troi? 
ye 17 P. 3 '. pour l'élévation du mercure , qui diiFére 
de l'obfefvée de % lignes. On ne fera point, furpris 
de trouver ces différences entre le calcul & les ob- 
fervations, fi on fait attention à toutes les variations 
qui furvifennent dans l'Atmofphére caufées par les 
vapeurs & exhalaifbns , ôc furtout du froid 6c du 
chaud qui félon M. Bernoulli dérangent beaucoup 
l'état naturel de l'air. 

Pour avoir une conftruâion géométrique de ce 
Problême on prendra S/* qui foit le dernier terme 

de la progreflion géométrique ^ S F . SA* S/*, 

dont le nombre des termes eft égal à « -H i , & pre- 
nant la partie infiniment petite FM on fera comme 
auparavant -^ SM . SA Si» : or la nature àts 

progreffions donne S F .SA : ; S F . S/*, & SM • 

M m iij 
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SA*:: SM . Sm , d'où l'on tire sF" .SM 






Sm . Sff & puifque SM s=SF -H «— i xFM 
X SF , on aura SM — SF , ou (« — i 
XFM X SF '"" V SM '""':: S/— Siw, ou/». S/, 
& mettant SF au lieu de SM, »— i >< FM . fm : : 
SF . S/* :; SF . SA , ce qui donne fm=:n'-' i X 



SA 

FM X z:::; : donc fiir S/* élevant la perpendiculai- 
re fb qui Toit proportionnelle à la denfité au point 
C &* »^ proportionnelle à la denfité en M , ou ce 

qui eft la même chofe fif = ^ mps= , 

on aura fm xfh = fb x FM x — - = î! j d'où 

J J J SF J^ 

il eft clair fuivanc ce qu'on a Élit voir au*commen- 
cernent du Problème que le petit cfpsict fbp m eft 
comme la différence de la denHté ou de la preftion 
de l'air au point F , & fi on £iit de même pour 
tous les points M pris dans la ligne S F prolon- 
gée à l'infini , & qu'on tire la courbe BbpO 
qui pafTe. par tous les points , h,p, &c. l'efpace 
SfbO compofe de tous les efpaces/Â^i» eft propor- 
tionnel à la denfîté ou la prefHon de l'air au point 
F, 6c l'efpace SABO à la denfîté en A ; par con- 
féquent puifque l'ordonnée fb a été prife propor- 
tionnelle à cette même denfîté , il s'enfuit que l'ef^ 



DE'LA Théorie. zy^ 

pace SfhO cft toujours comme l'ordonnée /i& , & 
qu'ainfi la courbe BhO efl: la logarithmique , puifque 
Ton fçaic que Tefpace compris entre la logarithmi- 

Sue & {on afymptote eft égal au redangle de l'or- 
onnée qui le termine multipliée par la fbutangen- 
te qui eft confiante , & puifque dans notre conftru* 
âion l'ordonnée au point S eft infiniment petite. 
Qu'on tire la tangente ht qui rencontre l'afympto- 
te en ^> & fur /% la perpendiculaire ^^, & les trian- 
gles pqb y tfh y donneront pei ou fm = ^ ^^ ca 

■ ^ " , donc fm xfl==ft^ </« = —--fi en com- 
parant cette équation avec cette autre AC x d» = 

' , on voit que fi = AC , c'eft-a-dire , que la 

(bûtangente de la logarithmique eft égale à la hauteur 
de l'atmofphére Ci elle avoit partout la même den- 
fité qu'au point A. 

Si la loi de la pefànteur étoit en raifbn direde 
d'une fbnâion quelconque de la diftance au centre 
S , la logarithmique s'étendroit du point B vers le 
point' F, & la conflrudion fèroit à peu-près fembla- 
ble à celle de l'autre cas. C^F.T. 

PROBLEME XIV. 

1 14. JL i4 loi de U pefinuur étant comme une fmfi 
fance quelconque n de la difiance au centre ^ détermi» 
lier le temps de la chute £hu corps qui tomhe en li» 
gne droite. 
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Soit S {fig. 53.) le centre , SA une droite don- 
née par laquelle on fuppofe qu'un corps tombe libre- 
ment ) prenant un point quelconque P , & nommant 
SA , i( i SP , X j le temps de la chute par AP, t\ 
la vitellè du corps au point P « <z/ * la vitedè , qu'on 
peut regarder comme uniforme pour un intervalle 
de temps infiniment petit , eft en raifon direde de 
Tefpace parcouru , & inverlè du temps , c*efl-â-dire , 

vas j- ou plutôt V a=» —r — » & la force accélératri> 

ce étant par l'hypothéfè comme x" , eft auffi en rai- 
fon direâe de la vitefTe qu'elle produit durant un 
inftant infiniment petit , & en raifon réciproque de 

cet inftant , ce qui donne x* = j- : de ces 4eux 
équations l'on tire viv sas — x'i/x & delà 



^ W 

X 



j^»-t-l 



, ou plutôt , comme cette vitefle eft nulle iotC- 



vv 




que x = 4 , ~ «s ---- X I»»-*-' — x»-+-' , c'eft-à- 



aire que «ceft proportionnelle à V x <*""*"' — x"»"*"'; 

mettant donc cette valeur dans l'équation <v = Hfr. 

* dt * 

— dx 

on 2- dt=^ 



•— 7— X **■♦"' 



«-t-i 

Si la pefànceur eft réciproquement comme le 
arré de la diftahce , c'eft-à-dire fi « = -.i x ^ ;^lors 



quarre 



on 
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on a rfr s= = = — ' '■; cettç ait-, 

V — 4«— ' -f X— ' Va — X 

fërentielle Ce rapporte à la forme 48 , par laquelle 

on trouve ^ = V^af— -xjf -+- a ( PBO) négligeant la 
confiante Va i d'où il êft clair qu*en décrivant fur 
le diamètre SA (fi^. 53.) la demi-circonfërencc ADS, 

& tirant l'ordonnée PD , on aura PD = Véu ^^ xx, 
ôc puifqué le rayon eft a la tangente ou le co-fînus 

au finus de l'angle PBO ,! comme x à ^ax'-^xx; le 
module étant SA , il n'y a qu'à décrire du centre S 
avec le rayon SA l'arc AN , & mener la droite 
SDN,.& l'on voit que l'angle PBO de la formé 
e(k ici PSD , & a (PBO) = AS (PSD) = AN, 
mais l'arc AN eft égal à l'arc AD, donc *= PD 
-*- AD , c'eft-à-dire que le temps de la chute par 
AP eft proportionnel à PD 4- AD. ; 
' Maintenant qu'on prenne là partie AC infiniment 
petite, 6c tirant la perpendiculaire CÈM qui coupe 
tes deux circon^ences .en B & M , l'on voit que 
pendant <pc le corps tombe de A en C, un autre 
corps faisant ^ révolution dans le cercle AN autour 

du centre S décrirpit l'îirc AM ^ mais puifque AÇ == 

— ^t — — *. 

ê2 = ^ , on tire A M = ABVx -, & puifque l'arc 
AS iAS 

infiniment petit A B fe confond, avec fon GnusCBf, 

le temp%de la chute par ÀC feia repréfehté' par 

2.AB : de plus , l'o^ f^ait.què les. vitefles dœ corpjf 

Ntt^ 






i8» Application^ 

qui font leurs révolutions dans des. cercles concen- 
triques font en raifon réciproque des racines quao 
rées des rayons , d*où il mit que , r marquant ^ 
rayon du cercle dans lequel. un corps décriroit un 
arc égal à xAB tandis qu'un autre corps décrit dan» 
le cercle AN l'arc AM , on aura ABi^x . rAB : : v^b 

*y/AyCt qui donne r = | , par conféquent décri- 

' ■ AS " .^ 

vant du centre S avec le rayon SO = — la denu-» 

circonférence O F H , & prenant l'arc O F = P I> 
H- AD y pendant qu'un corps tomberoip de A en P, 
un autre corps décriroit uniformenjent l'arc QF , fie 
ainfi le temps de la chiite par la ligne ientiére AS 
èft éeal à la moitié du temps périodique du corps 
^ui décrit le cercle OFH. Ceft auffi la conftru^ioa 
qu'en donne M. Newton prop, 35. ^ 3^» du premier 
livre des Princ. 2^tbem. 

Delà il eft facile de ftipputer le temps qu'il mu- 
droit à ime planète: pour . tomber de fon orbite aa 
centre du mouvement : car les. temps périodiques 
dans diffîrens cercles étant oomptie les racines quar- 
rées des cubes des rayons ,■ le téinps de la révolution 
dans lê cercle AN eft à celui 'dé la révolution dans 
le .cercle OFH comme VS à i , ou ^y/^ a i v donc d 
T dénote le temps dé la révolution dans le cercle 

AN , le 'temps de la chute par AS fera —7-. Si on 

smt apphquer ce calcul ala L^ihe, on^auraT =? xyK 
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7^ 4 5% ce qui donne -~ = 4'. i p\- 5 5' , qui eft l'in- 

xervaile da temps que la Lune employeroit à tomber 
^e {<m orbite jufqtfau centre de 4a Tetre dans i'h^ 
"pothëfé que la pèftnteur- eft partout réciproquement 
comme le quarré de la diftance a ce centre. 
"' Si la pefàntcur eft proportionnelle à la diftance 

SP , alors a ^ t . ôc dt z^ ==. . où fim- 

-' ••■ ' c .. . I . • • >f'\* aa—xK ■■■■' 

plement dt == ' '^ & par la forme 48 *= i 

<-PBO) pu^ ^(PBO) en toultipliârit l'intégrale fàif là 
donnée a h d'où il- fîiltque^puifqùe le finùs eft th. 

co-ZInus de l'ihgle PBO comme Vaâ -^xx i x , ou 



le rayon au co-fînus 'comme 4 i x^ il ne faut 

31 SA décrire le quart 



"que du centre S avec le ra 

'•de' cercle ;XÈQ//%.r54.// _ 

'aura l*arc*ÀÈ =^ a (PBO) i donc "le temps dé la 

chute par ÀP eft proportionnel à Parc AE. tnfùite 

Ërenant la partie AC infiniment petite ySc menant 
l (îhus CM, pùifqu*un cotps* totnberôît! de A en C 
ésivis le temps qu'un autre décrirait l'arc' A M , '& 
^'uifque le temps de ' là chute par AC eft au tempi 
et la chute par AS comme AM a AQ, & que le 
temps -qu'vn corps employeroit à décrire l'arc Ai^iï 
eft a celui qu'il employeroit à décrire le quart d^ 
cercle AMQ , comme AM à AQ, il eft évident 
<jtte le temps de là chiite par AS eft egal^u temp$ 

Nnij 



I 



I 

on i 
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qu'un autre corps employeroit à décrire le quart dç 

cercle AMQ. . 

Delà il eft Sicile dans cette hypothéfê de trouver lé 
temps de la chute. des corps: ainiî puifque cette loi a 
lieu dans l'intérieur de la terre , & puisque le temps pé- 
riodique de la Lune eft à celui d'une Planète qui tèroit 
ià révolution à la diftance du rayon de la Terre, com- 
me <^o' à I , on trouve que le temps périodique de 
cette nouvelle Planète,- leroit de i \ i4x , dont le 
quart , (çavoir zi minutes, eft le temps qu'il fâu- 
droit i un corps pour tomber de la furface de la 
Terre au centre. Ceci s'accorde avec U frop» 3 S- lik, 
i. Prine. Mathem, He<vfvt, C, S.V,T, ■ 

PROBLEME XV. 

115. LA ffraqffté ^tmt fippofïe uniforme y déter- 
miner le monvemeni eCu» corps qui tonAe ou qui moà-» 
te dans un milieu dont U denfité efi partout égale , ^ 
dont U réfifiance eft comme une puijfance quelconque n 
de la vitejfe du corps qui le traverfi. 

Soit npnmiée p la peûnteur , r la ré/iftancé du 
milieu > & lorsque le corps tombe , x l'e(pace par-p 
couru par le corps depuis le commencement de (à 
chute , / le temps qu'il a employé i le parcourir, 
& <z/ la vitdlè acquiiè pendant le temps t,, Cela 
pofè , on peut regarder le mouvement du corps 
ccMiime uniforme pendant un inftant infiniment pe- 
tit , & pat confëquent durant cet inftant l'efpace 
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parcouru eft en raifbn compofee de la viceflè ôc du 
temps , c'eft^à-dire dx ^ <udt Puifque la pefànteut 
accélère le mouvement du corps , & que la réfîftan* 
ce du milieu le retarde , la première étant fùppo- 
fée plus forte que la féconde , il n*y a que leur 
diifèrence^ — r qui accélère le mouvement du corps; 
or toute lorce accélératrice eft mefùrée par la viteflè 
qu'elle produit pendant un infiant divifée par ce 

même infiant , ainfî ^ -^ r = 7- : de ces deux^équa- 

, vdv . .^ 

tions ou proportions on tire dx = -— — } mais puilr 

4me par i'hypothéfê r efl en même raifbn que <z^ ou 

plutôt -7=7 y mettant cette valeur de r dans la ibrmu« 



le , il vient dx 



f»—^vdv 



y^dt 



f'^'dv 



Si la rédflance eft comme le quarré de la vitefle* 



on aura Ms=t %,6l dx 



fvdv 



îî 



vv 



,6cdt 



fdv 



n 



w 



par la première forme on trouve x 



f ÇPf—^VVÏ 







mais de ce que r 



vif 



, on déduit 



ce 



il 

ff — w 

qui donne x 5s= — <— ^^Tf * P^' ^ féconde forme on 

9 donc l'efpacé x efl propor- 



trouve t 





tionnel à la mefure ou àû logarithme du rapport 

N n iij 



ZÎ6 APPLICATION 

— ^— , & le tiemps r à la mefure ou au logarithme 

(du rapport : c*eft pourquoi pour en avoir une 

conftru(Stion géométrique , on tirera la droite CA 
(_^, 55.) qui repréfentera la pefanteur p , on pren- 
dra AK pour marquer la réuftance r, & AP enfor^ 
je qu'on ait AC . AP ::;AP . AKid'où il eft clair 
que A P marque la vitefTe fv -, enfuite élevant la per- 
pendiculaire CH, on décrira entre les afymptotes 
CH , CA , une hyperbole quelconque NB , 6c me- 
nant les ordonnées KN , AB , on aura l*e(pacc 
ABNK pour la mefure ou k logarithme du rap*. 

CA t 

cort p^ = — i— , donc l'efpace x «ft proportion*. 

nel à l'efpace ABNK : prenant aufll dans CA pro- 
longée A^ = A P , & menant les ordonnées P M , 
pm, l'efpace hyperbolique VMmp eft la mefure du 

rapport ^ = ^-^ > donc le temps t eft propot^ 

tionnel à l'efpace VMmp, 

Si le corps eft jette en haut , dans ce cas la pe- 
fanteur & la.réfiftance du milieu concourent toutes 
deux pour retarder le mouvement du corps , ce qui 

iàit qu'on z^p -H y = ^— ■ , 6c dx ss *vdt , d'où 

AT 

Ion are dx = ot — , & af == 

"i^JH aa m^ — — : n » =s 1 , alors il vient dx =* 
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\ ôc dt =i — - — y par la première forme. 




PP «I» W pp -f" w 

la {èconde forme ^ = — i ( PBO ) le rayon étant i 
la tangente de l*angle PBO comme p i<v: d*où il eft 
clair qu'en prenant de l'autre côté du point A, Ai^ 
= AK,A/» = AP,& tirant l'ordonnée ^l , l'ef^ 
pace hyperbolique A B/4 eft la médire du rapport 

^ s» , ( on a pris les points 4 & / de l'autre^ 

côté du point A à caufe qu'on a — i ?),donc 

l'efpaçe x qui refte a parcourir jufqu'à ce que le 
corps ait perdu tout fon mouvement eft proportion-* 
nel à l'efpace A B/4* Enfuite prolongeant la ligne BA 
enforte que AD = AC, & du centre D avec le; 
fayon DA décrivant un arc de cercle ÀE , & tirant 
la fécante D^ qui coupe lé cercle, cht , l'arc At c(k^ 
la mefurc de l'angle ADf dont le rayon eft à la 
tangente comme AD à Ap , ou comme p iv , par 
conséquent l'angle AD ^ eft égal à l'angle PBO , Ôé- 
l'arc At proportionnel au temps qui refte au mobile il|^ 

pour monter avant que de perdre tout fon mouve- 
ment. ' 
Et il l'éxpofant n étoit égal a un autre nqmbr^ 
quelconque pofitif ou négatif, entier ou rompu , on 
trouveroit toujours la folutioa 4u Problème par les 
autres formes des tables^ Ç ^ F. T. 



^ 



*' 
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Delà on peut trouver l'eipace parcouru dans un* 
tempe donné par un corps qui defcend ou monte 
dans un milieu réfiftant. Soit A6 , ^ > & refpace que. 
le corps parcourt en defcendant étant expruné par 

ABNK , la différence de cet cfpace eft -^ — ou 
* ^^ ^ dans rhypothéfe que la réiîftance eft com- 

ff—'VV '.' * 

me le quarré de la vitefTe : enfuite nommant / l'eC> 
pace que le corps décriroit uniformément dans un 
tempst quelconque avec la vitefle- AC qui eft la plus 
grande quç le corps puiflè acquérir en tombant dans 
le milieu réfiftant, les différences des efpaces par- 
courus dans un temps donné infiniment petit (ont 

comme les viteflês , donc on aura df fdx ou. — —— 
i i AC ou * • AP ou v 5 ce qui donne ds=:--— — , 

& par la féconde forme on tire s i=&hf\^ ? = 

V\Amf s donc les temps étant fuppofes égaux ^ on 
a X ,^ :î ABNK . PMw/». 

i Si le corps montoit , on auroit ds . dx ou "^^ — 

* fP'^VV' 

i; p*v^ ce qui donneroit j = — i^ X Af , & fî on 
^rend AB = — , on aura ih x Ats^^xAf ^ 

au feâeur AOt , d'où l'on tiie x . s:i AB/^, ADa 
M^tenant Toit P le temps que le corps empWe 

• .en 
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en defcendant cians le milieu réfiflant pour acquérir 
h. viteflè AP , ce temps , comme nous avons vu , eft 
exprimé par l'efpace VMmpi foit t le temps que le 
corps employeroit a acquérir cette même viteUe AP 
en tombant librement , &. fi on mené infiniment 
proche de BA les deux ordonnées ha , eq , égale- 
ment éloignées de B A , & qu'on tire B D parallèle 
à A^ dt repréfentera le temps que le corps em- 
ployai acquérir la viteflè infiniment petite A a foit 
qu'il tombe librement _ou dans le milieu réfiftant » 
ainfi on aura dt , t::Aa. AP : : AB^4 . ABQP i 
& aufli dt ,? :: abeq . .VMmp i par conféquent, 
puifque abeq = ^AB ha , il vient t .V :: lABQP . 



• fàudroit au 



corps pour acquérir la viteflè À C^m tombant li- 
brement , on aura G . P : : iCABD . P M mp» 

Si le corps morne , & que P dénote le temps 
a la fin duquel le corps aura perdu le refl:e A/> de 
fa viteflè , & f le temps qui refteroit au corps , qui 
monteroit librement , pour pefdre la même viteflè 
. A/> , on auroit dt . ti: Aq . Ap , 6c dt ,V :: Ar 
ou Aq . At î donc ^ . P : : A^ . At. 

De ce qu'on vient de démontrer on déduira la 
formule que lionne M. Newton , prop, 40. lih, t, 
phiL Hat. Princ, Math, pour trouver . l'efpace par- 
couru pendant un temps donné par un corps qui 
tombe dans un fluide : car nommant H la plus 
grande vitelfe que le corps puiflè acquérir en tom- 
bant U qui eft repréfentée par AC, on a G. P :: 

O o. 



Application 



xCA X AB . VUmp ou CA X AB |i±-^j :: 
i C H-^v ■) ^ ^^ ^^. jQ^ne en ^uppofant m = 



4„x,448 &c. log. ^^^ - î^(p« l'art., «O-.foit 
— .^ = N,.&on aura or =î;j-— T H,&AK=^ 

H V IN -I- I — ^ 

= H & par confequent CK = rr^* *- 

CA N -I- 1 % t 

~— s= 1-L— y d'où en reprenant la proportion trou- 

vee ci-deflu^^pi a x . j : : ABNK ou log. —^ ' 

PMw/>ou log. N f foit F l'efpace que parcourroit un 
corps en tombant librement pendant le temps G , 6i 
iF fera l'efpace qu*il parcourroit uniformément du- 
rant le même temps avec la vitefle H acquife à la 
fin de ce temps , c^ qui donne G » P : : ^F . j = 

iPF , iPF , N-+-I I 

, donc on aura x = -^ Xlog. — ^ x j— 735 > 

mais î^ «« ^""J^J" , & fi on nomme L le le 
4N 4NN 

garithme de -rj— pris dans les tables ordinaires , on 

aura xL == log. ^j;^ & log. ^j^j^ . = j:L -*- 
log. N — log. 4 , & cette équation étant diviféc par 



* 
t 
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■X 



le log. N donne log. ^xj—^^ lifû-^'" 

j^~ i d'où «n fubftituant au lieu du log, N fa va- 
1 xwP , iLF aPF Fx'lo|.4 

ieur —JT- , l'on trouve x = 1- -p — $ 

OU puirque~=4, ^051701, &—^= 

iPF 
«= I, 38<fzp44, on aura x =4,^051701 LF-+-^^ 

*- 1 , 38(ri5>44 F. ' • 

PROBLEME XVL 

\x6, V ATTRACTION qu exercent les particules 
de la matière étant fuppofée en raifin réciproque des 
quarrés des diflances , trouver la force dyec laquelle 
un Jphéroide homogène attire un corpufcule , placé /ttr 
l extrémité de fin axe. 

On fuivra ici le raironnementdeM.NEWTON»& on 
donnera deux (blutions de ce Problème , la première 
{uivant la méthode de Newton , & l'autre (ùivant celle 
de M. CÔTES , afin qu'en les comparant enfemble oii 
voye que , <juoique toutes les deux (oient très-élégan- 
tes , la féconde néanmoins ed; plus (imple^dans fa coni 
Aruâdon £c abrège beaucoup le calcul dans la pra- 
tique, lîour trouver l*attra<âion d*un (ôlide , il faut 
auparavant déterminer celle d'une furfàce ; c'efl pour- 
quoi fur la ligne PA {fig. 5^,) foit élevée la perpendicû- 
Uire A£ y laquelle fi on fuppofe qu'elle tourne àutoùi:' 

O o ij 
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de PA lui demeurant toujours perpendiculaire , dé- 
crira une furface circulaire > cela polé , Ci on fuppofe 
un corpu(cule placé au point P , & qu'on tire a ua 
point quelconque C la ligne PC & Pc infiniment 
proche dePC,&(urPfla perpendiculaire Ci», 
nommant P A « « i PC , x > & l'attraâion que le point 
A exerce, fur le corpufcule étant fuppolée égale à 
l'unité , celle que le point C exerce fur le mcme 

corpuiculç dans la direâion PC fera — > & dans U 



aa 

XX 

aa a 
— X- 

XX X 



direâion PA — X- i & puifque l'anneau circulaire 

XX X ^ *■ 

compris entre les circonférences décrites des rayons 
AC , Kc y eft proportionnel au produit AC X Cf , 
il s'enfuit que cet anneau attire le corpuscule P dans 
la dire^on PA avec une force proportionnelle à 

~ X AC xQc y mais à caufo des triangles Semblables 

PAC, C»r,ona PC . AC :? Cr. mcy ce qui don- 
ne* AC xCf = PCxwc= xàx y par conféquent 

l'attradion de l'anneau eft exprimée par dont 



XX 



l'intégrale complette eft^'x— — — = 4'x , 

donc la force avec laquelle la fur&ce du cercle dé- 
crit du rayon AC attire Je corpufcule P dans la di- 

P C — P A- 
redion P A eft, proportionnelle à — p^ ■ ou à j 

_^PA 

PC* , 
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Maintenant foit une ligne courbe ACB (^.57.) 
qui fàifant Ùl révoluticm autour de i'axe AB ê^rme 
un corps folide ^ & qu'on tire une ordonnée quel- 
conque £D , de Cl on fuppofê un corpufcute pia'cl 
au point P pris dans Taxe prolongé 6c qu'on tire 
PD , la force avec laquelle la (urfacé du cercle dé- 
crit du rayon £ D attire le corpufx:ule P efl propor. 

*P E 
tionnelle > comme nous venons de voir, à; i — sî=i» 

c'efl-à-dire , nonimant PA , 4 * A£ > x i £D, j^i ai" 
r - ^ '='* multipliant cette quantfté par dx , oa 

a4x -I- xix 

voit que la dinérentielle dx — == exprime 

*^ •+• X * '^yy 

la différence de la force avec laquelle la partie du 

folide formée par la révolution de l'arc AD attire le 

* corpufcule P. Soit donc ACB une circonférence de . 

cercle dont le centre eft S, & nommant AS , ^, la di£ 

adx 

fërentielle précédente deviendra dx — , = 

xé X 

- , dont l'intégrale complette trou- 



^aa -^ xa -^ xb x x 



vée par la forme 47 elt x — — -z X 



xa^ •¥■ ■^aab 



^oA -t-xa-^-xbxx -< ==7 > & lorfque X = zk, 

ixa-t-b 



alors Va0 -^.xa •*» xbxx^a-^ihj U l'intégrale dantf 

Ooiij 



.:<. 



»< •• 
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ce cas le reduic a — > = -==i qui marque 

3x^-1-^ 3PS ^ ^ 

l'attraâion du corpufcule P vers la*fphére ACBG. 

Si la courbe ACB efl une ellypfe , dont les deux 
axes fbnc AB , GC i nommant AS,hi CS , r > le pa< 

timétrc pt on oxsïzyy é=px — "^*'*' > ^ la'difié- 

lence de la- force avec laquelle la portion du fphc- 
roïde formée par la résolution de l'arc AD attire le 

corpu{cule P eft dx — -= 



■'— •- 



lé — p 



^aa-^ la-ï-p xx-i ; — xx 

- : on trouvera facilement 



%/ ■ z^ — p 

\9 



les intégrales des deux dernières différentielles par 
. la huitième forme àt% tables que donne M. Newton 
à la fin de fon Traité de ^uadr* Curv, ou bien on 
\ts trouvera encore par les articles 87 & 103 ci- 
devant , étant fuppofée. connue l'intégrale de - 

dx^aa •+- 1^ -+-/^ X X H 7 — jr x : or il cft clair 

qu'en prolongeant ED en R enforte queER =PD = 



tb 



da-hia-i-pxx-h T—xXf &: nommant PD bu 



li— p 



ER, »,on aura »» = tf<n- xa -\-pxX'^ — 7 — xxy 
ce qui fait voir que k courbe MRKN qui^pa^epaj: 



• \ 
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toiis les points R 'cft une (tâion conique , & que 



■•*»i 



ib 



«^■iB*Wi«B«i 



l'intégrale de àx^AA -h xa-^-^x x -h -—t- xj>f eft 

m 

l'efpace AKRE, AK étant égale à PA & parallèle 
à ER y pour ce qui eft de la courbe NKRM , 
on voit que x:*eft une liyperbole lorfque th > p , 
une ellypfe lorfque %b <p , & une parabole lorÇ. 
'que 1^ = ^ ï ce dernier cas n'a lied que lorfque la 
courbe ACB eft un cercle « lequel cas nous avons 
déjà réfolu : nommant donc A l'efpace AKRE, 

on trouve par les articles déjà cités que l'intégralo 

adx 

de • ' .' ■ r eft 



a a 



X a 



xb 



ik 



X X 



%ah — 4«^ X A -^ J^ah —^xapx ttx -J^ ^ab ^ xabp n m 



xaaf 



«■■■ * ■ 



te celle de 



xdx 



•«■» 



y^a 



X a 



f X X 



xh 



eft 



tab-^j^px A — 4^b '•¥- %bp X ux 



4^àb X u 



XX 



xaap •f- J^abp H- bpp ' ^ COm- 

« 

me ces intégrales doivent s'évanouir lorfque x = o , en 
ics" rendant complettes , on trouve que leur (bmme 



eft 



4i(->-4^ X A-~- xa-^ xh XMX-^ xab 



xaab 



fuite J&ifànt x 



xaa -^ ^ab -k- bp ' ■ 

2J^,tf = a-i'th,A marquera l'eÇ 



196 Application • 

pace AKMB , & mectanc auifi trr au lieu de hp 

à caufe de la proportion h , r :: tr , p,h Comme 

ci-deflus deviendra ; ^- ^~- 

laquelle étant ôtée de xb y on trouve pour refte 

'^éiab •¥• Zahb -♦- 4^^ -+• \krr — la -^ xb'x A 

xab 



aa -♦- xa» -»- rr 



o.hrr '^ xa -^ xbx xab -^ xhb —■' K /• 

— . 7 > mais II on tire 

a4i ^- xab 4- rr 

la ligne KM le trapèze AKMB eft égal à 1^ -H M^ 
.«par çonfëquent l'intégrale précédente fe change 



eii celle-ci - 



brr — xa -+• xb x KMRK 



aa'^ xab^rr 



■ X 



aAS X es — iPS X KMRK . 

■ :;;zz — izzi -^^n qui exprime l'atti^âion 

PS -H es — AS ^ 

m 

que le fphéroïde homogène exerce fiir le corpu(cu- 
Je P : donc la force avec laquelle le corpuicule P efl 
attiré par le fphéroïde eft a celle avec laquelle il 
eft attiré par la fphére dont le diamètre eft AB 

AS » es'— PS X KMRK , AS* 
comme z~î — z:zi — =r — a mrr > qui eft la 

PS H- es —AS 3PS ^ 

proportion marquée par M. Newton CorolL 2. prpP» 
91. lib, I. Phil. Nat. Princ. Math. 

Maintenant pour venir au cas que nous nous Som- 
mes principalement propofë , qui eft celui où le cor- 
pufcule P eft placé à l'extrémité de Taxe en A ; parce 

qu'il 
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«jtfil fert pour déterminer la figure de la terre, on 
5«»c.,<jue dans ce cas rattra£tion du /phéroïde fera 

V n j 1 r L' ' es' — PMR.P , , 
a celle de la iphere , comme t-^^ a -, (fig. 

\%.) ou comme CS — PMRP à îCS . - 

Pour réfbudre ce cas par la méthode de M. Côtesî 
puifque PA == 4 = o , GC étant le premier axe , là 
^srmule dç l'attraébion vers le (phéroïde fera ix — 

xdx x\dx - 

ou âx — - en mettant ce 



%/^ . xh—^ù xrr ccx 

' ib b bb 

•au lieu de rr^^ bh\ en comparant la dernière àiÇ- 

férentielle à la forme 48 on trouve que fon into- 

■ 

1 A a ,irrx ccxx i^^''*' ,,vt»/-vv t' 

grale eft - -v^-^ JT - -.- (P^^) , le 

rayon étant à la tangente de l'angle PBO commç 



-àVT 7T» mais parce que cette tangente ne s'éf 

vanouic point lorfque jf = o , mais au contraire xlc- 

•vienc infinie , il efl: clair qu'elle dénote le. compter 

ment de l'angle qu'on cherche, & par conféquent 
puifquç le rayon eft' moyen proportionner entré là 
ungente d'un angle &: la tangente de fon complet 
"ment , la tangente de l'angle véritable PBO eft 

ce XI, 

3 donc le rayon êft à la tangente de 



, , .xrr ce X 



pp 



A^S Application 

l'angle BPO comme y a \rr ec* ^^ comme 

ex 

^ à lT7f==777r* ^ l'intégrale complette — 



mmmm 



ce b kb c^ 

Ts= ib ^ l'intégrale totale de </*• — ri= cft 



V' 



1 rr e c X 



b ih 



xbrr lihrr ^„__^» < f \ i 

««. ^ ■ (PDO) le rayon étant a la tangente 

dans ce cas comme b k c, d'où l'on voit qu'en dé- 
crivant du centre P avec le rayon PS un arc de cer- 
cle , & tirant au foyer F de l'ellypfe la ligne PF qui 
coupe le cercle en N , on aura SF = c , &c PÈO =s 
SPF , 6c l'arc SN égal à la mefure de l'angle SPF ao 
module PS , c'eft-à-dire SN = b (SPF) , & puifque 
la force avec laquelle la fphére dont le diamètre eft 

PB attire le corpufcule P eft exprimée par — , il 

s'enfuit que cette attraction de la fphére eft a celle 






du fphéroïde , comme f ' a 3rr x c — SN , c'cft-i- 

dire, comme S F à 3CS X SF — SN. 

Si l'ellyp{e ACBG ftsùm ùi révolution autour du 
premier axe GC > la formule de Tattraâion devi'eû' 
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II 

droit ^x — - & en prenant l'intégrale par 



.ihh ccx 

r rr 



la même forme 48 , on trouve que la force avec la- 
quelle la rphére dont le diamètre eft GC attire un 
corpufcule placé en G eft à celle avec laquelle le 

rphéroïde l'attire comme c^ à ^blnr \ — r— ?— i^^c % 
donc fi on prend fur l'axe S G la partie $1,= r 
Jî^?=PfJ — j^ — S, l'attradion de la fphére 

fera à celle du (phéroïdc comme CF a jAS x FL 
C j^ F. r. 

Il eft facile , comme on voit , d'appliquer le cal- 
cul à cette dernière fblution , lequel devicndroit fort 
pénible en (e fèrvant de la première , furtout fî on 
vouloit déterminer la valeur de l*e(pace conique PMRP 
par le moyen d'une fèrie. Qu'on fûppofe donc que 
PS eft à es comme 100 à 101 , & on aura SF == 14, 
177447 , & puifque PS eft à SF , comme le rayon eft 
à la tangente de l'angle SPF , on trouve que cet an- 
gle eft de 8". 4'. pi" = S , 069^0 , ce qui donne l'arc 
SN= 14, 083 5 84, d'où l'on tireSF — SN = 0,0938^5 
dont le logarithme eft T , 5>7i4p44 i le logarithme 

donc de 3CS x SF — SN eft 3 , 458x583 duquel 

ôtant 3 , 4547941 logarithme de S F la différence 
eft 34^42' qui eft a peu près égale à la différence des 
logarithmes des nombres 115 & ii6\ par conféquent 

ppij 



JOO AfPLICATION 

la force d'actra^on que le fphéroïde formé par U 
révolution de l*ellypfe PCB autour du petit axe PB 
exerce for le corpufoule P , eft a celle de la iphérc 
dont le diamètre cft PB for le même corpufoule à 

peu-près comme ixtf à 1x5. 

PF-*-SF 
Pareillement puifî^ue — ^ — = r > ^ 5 '77447 

dont le logarithme eft o, o<» 136^74^ , on trouve PF 
< — — — > = 14, iyi6Si , de ce nombre ôtant SF, 

il vient FL = o, 0942,34, & 3PS xFL = x82.7,or 
dont le logarithme eft 5 , 4513189 lequel étant oté 
du logarithme 3 > 4547941 on trouve la différence 
34^51 qui eft encore à peu-prcs égale a la différence 
des logarithmes des nombres 115 de ix6 : par con- 
foquent le fphéroïde formé par la révolution de Tel- 
lypfo GBC autour du premier axe GC attire le cor- 
pufoule en G avec une force, qui eft à celle avec la« 
quelle la fphére dont le diamètre eft G G l'attire , a 
eu-près comme 1x5 eft à i x^. Cos proportions font 
es mêmes que M. Newton trouve par la première 
conftruâion /n'op* 19. lib. 3. Phil. Nat, Princ. Mtth. 



f 



DE- LA Théorie. 301 



««p 



Ave r t issement. 

Afin qu'on puiflè eijtendre (ans peine l'ufagc des 
tables , j*ai cru qu'il feroit à propos d'en expliquer 
ici 'l'ordre & les termes. 

On voit clairement que chaque table contient les 
différentes intégrales de la différentielle qui eft mife 
fous le titre de Forme fuivant les différentes valeurs 
de la quantité variable z. : les nombres qui Ce trou- 
vent dans la colomne ^ (ont en defcendant pofitifs 
jufqu'ào , enfuite ils font négatif. Les modules è»^^/'» 
&c. marquent le double des co-dnus , & 4» %» <P>&c. 
le double des fînus des arcs AB , AC , AD , & de 
tous les arcs qui ont ces mêmes fînus Se co-fînus , le 

rayon AO étant = i. Une telle exprefCon ^ (BP: BO) 

BP 
marque la mefûre ou le logarithme du rapport =^ 

BP 
au module jg y ou le logarithme de ^ pris dans les 

tables ordinaires & multiplié par ^ ^ z, 302,5850^» 
cette autre exprefïïon 4 (PBO ) marque la meftire de 
l'angle P B O au module 4 , ou ce qui revient aa 
même , l'arc de cercle décrit du centre B & du rayon 
4 & compris dans l'angle PBO , ou bieii le nombre 
de dégrés de l'angle PBO multiplié par 4'''o,oi74f3Z9. 
Dans les endroits où il n'y a point de module mar- 
qué , il faut Y fous-entendre l'unité pour module. 
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AVERTISSEMENT. 

L u S lE u R S perfonnes m'ayant deman- 
dé le Mémoire fur la Théorie des 
Comètes que je préfentai à TAcadémîe 
des Sciences en 1747 9 j'ai cru qu'il feroit 
à propos de le joindre ici : J'y ai ajouté 
les Elémens de l'orbite décrite par la Co- 
mète qui a parue depuis dh 1 748. 
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LA THÉORIE 

; DU MOUVEMENT 

t. 

DES COMETES 

LE mouvement des Comètes , qui parut fi fiir- 
prenant & fi iriéguliei aux Anciens , a été dé- 
terminé & fixé dans le dernier fiécle par M. New- 
Ton. Ce célèbre Géomètre ayant développé le vrai 
principe qui fait le reflbrt de la Nature &: modère 
tous les mouvemens cèleftes , a démontré que toutes 
les Planètes & Comètes décrivent des feftions coni- 
ques dont le Soleil occupe le foyer commun , Si 
comme il eft très-vraifemblable que les Comètes ont 
leurs temps périodiques de même que les Planètes, 
il s'enfuit que leurs oAites font des Ellipfes très-ex- 
centriques , dont les petites portions que nous leur 
voyons décrire ne diffèrent pas fenfiblement d'arcs 
de Paraboles. Par ce moyen il a ouvert le chemin 
pour aflùjettir à la Géométrie 8c au calcul ces mou- 
vemens qui paroilfoient auparavant n'être règles par 
aucune loi conftante. La vérité de cette théorie fut 
premièrement confirmée par la Comète de l'année 

Hhh 
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1^80. dont il détermina lui-même l*orbite, & cn- 
.{iiite par les orbites de . toutes les Comètes qui ont 
été oDjfervécs , lefquelles ayant été calculées par plu- 
fîeurs Aftronomes , on a toujours trouvé les réfultats 
entièrement d'accord avec les obfèrvations. Là mé- 
thode Trigonométrique dont je me (èrs pour déter- 
miner la grandeur & la pofition de ces Trajedoires 
par rapport i TEcliptique cft fondée Cut des fauffes 
portions par lefquelles on commence le calcul , mais 
qu'enfuite on réduit' aux véritables par une régie 
très-fîmple. 

Comme les fuppofitions qu'on eft obligé dé ^ire 
regardent les difuinces de la Comète au Soleil , il 
ièroit à propos de connoître à peu-près ces diftan- 
ces : pour cet effet on peut Ce fervir du Problème 
LVI. de l'Arithmétique univerfelle de M. Newton, 
par lequel au moyen de quatre obfervations on trou- 
vera la diftance de la Comète au Soleil pour un temps 
donné j j'employai cette méthode pour la Comète 
de 170^ y mais on peut fe difpenfer de ce calcul 
qui eft affez pénible , parce qu'il fera facile de cor- 
riger les diftances qu'on n'aura prifes que par con- 
|eâure , comme on verra ci-après. 

Pour i&ire mieux compreiKlre la théorie, ^ Bl- 
dhter davantage le calcul du mouvement des Co- 
mètes , il cil a propos de mettre ici quelques pro^ 
portions. 
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PROPOSITION I. 

SI Xrni point quelconipte pris dans le périmètre 
Stme furahole on tin une ligne ut foyer de cette p*- 
rahole , on turt cette proportion : comme le qiurré du 
rtyon efl tu qmtrré du /mus de U moitié du /itpple- 
ment de t angle qui s'étend depuis le fommet de U 
parabole , ainji la ligne tirée eft k U quatrième partit 
d» paramétre. 

Démonstration. 

Soit donnée une parabole AOP (fig. 59.) qui ait 
pour axe la ligne AS , le fommet en A, & le foyer 
en S i qu'on prenne dans le périmètre un point P 
& qu'on tire PS ; enfuite qu'on tire par le point P 
une tangente PM qui rencontre l'axe prolongé en 
M , & du foyer S une perpendiculaire SN à la tan- 
gente , & du point N une perpendiculaire NA à 
Taxe. Maintenant par la propriété de la parabole 
SM ell égale à SP , par conféquent SN coupe en 
deux également l'angle ASP, & l'angle ANS eft 
égal à l'angle N P S > on f^ait encore que la perpen- 
diculaire NA doit tomber fur le fommet A i ainfi 
nommant R. le rayon , & S le finus de l'angle SPN 
qui eft la moitié du liipplement de l'angle ASP , on 
aura dans le triangle SPN, R . S :: SP . SN , & 
dans le triangle ANS , R . S : : SN .AS : donc en 
multipliant ces deux proportions on trouve , RR . 
SS:: SP . AS. C. 4. F. D. 

Hhhij 
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R.EMAKQVE. 

CoMHE dans les tables que M. HALLEVa 6xeC- 
fces poui calculer le mouvement des Comètes, les 
di/Tcrences des logarithmes qui expriment les diftan- 
ccs de la Comète au Soleil font fort conlidéiables , 
& ne croillènt pas uniformément , (î on veut avoir 
plus exaâement les diftances intermédiaires, on les 
trouvera par cette propoHtion : pareillement la dit 
tance SP & l'angle ASP étant connus, on trouver» 
la diAance périhélie AS. 

PROPOSITION II. 

LES temps quemplojeat deux corps À pareoutir 
des angles égaux dam deux ptraholes quelconques , 
fiât comme les rtciues ijutrrées des cubes des fatr- 
mitres. 

Demonstkatioj*. 

Dans les paraboles égales les aires décrites iôat 
proportionnelles aux temps , Se dans diiFérentcs pa- 
raboles , les temps étant égaux , les aires font com- 
me les racines quarrées des paramétres (^ptrlt prof. 14, 
du I. li-vre des Principes de M. Newton): donc lion 
fuppolè les paraboles différentes Se les temps inégaux, 
les aires décrites feront en raifon compofée des temps 
te des racines quarrées des paramétres i ainlî en 
gommant A & 4 les aires , T & r les temps , P & 
p les paramétres , on aurav A . « :: Tt^P . tVp : 
mais parce que les para^les (ôm des courbes fém; 
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blables > &: que les angles font fuppofës égaux , on 
a , A . a : : P? . pp i donc Tv^P . tVp ::?V , pp, 
d'où l'on tire T . * :: Pï./i C. j^F. D, 

COK.OLLAIRE. 

• ■ ■ 

* 

Il fuit de cette proportion qu'ayant une table 
telle que celle qui a été conftruite par M. Halley» 
dans laquelle fe trouveilt calculés pour une parabole 
donnée les. angles formés par^ V^xe Se les lignes ti« 
rées du loyer a la parabole , au côté defquels foieht 
marqués les temps qui y répondent , on peut faci- 
lement trouver le temps qu'une Comète employe- 
iroit à décrire un angle quelconque dans toute autre 
parabole > ou , le temps étant donné on peut trou- 
<S^i l'angle : car le moyen mouvement marqué dans 
ia table pouvant être regardé comme la meHire du 
.temps,. on n'a qu'à le réduire en jours réels, ce qui 
left facile puifque l'on f^it que 100 parties de co^ 
mouvement répondent à 10^ , ^154 jours réels, éc 
enfuite fe fervir de la proportion marquée ci-deifus. 

Par exemple. Le 15 Février 1744 a 5 ^ 35^' temps 
moyen à Paris , la Comète étant, éloignée de fbn 
périhélie de jd", x8'. tf" , on demande le temps qu'eir 
jie ^oit employer pour parcourir cet angle > pour le 
trouver , il faut prendre dans la table le temps ou 
Je moyen mouvement qui y répond , on le trouve 
^e 44, 144 dont le logarithme eO; i, 4^44 871 , au- 
quel ajoutant le logarithme o , o^^%-jx , on aura 
I ,^84745 pour le logarithme des jours réels > eivf 
JTuite fuppofant la diflance moyenne de la Terre au 
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égale à looooo , 6c par confëquent fbti logarithme 
égal à 5 , oooooo, ôtanc 4, 549749 logarithme de la 
diftance périhélie de la Comète du logarithme 
5 , 000000, & prenant la {me partie de cette dil^éren- 
ce, on trouvera o, 975 37<? > lequel étant ôté du logari- 
thme I, <î84743 laiflè o, 709 3^7 , pour le logarithme du 
temps cherché j ce logarithme répond à 5 , 12,1 jours, 
qui étant ajoutés au temps de l'oofervation , on aura 
Tinflant du périhélie lé i Mars à 8 *". 30'. 

PROPOSITION IIL 

SI dans deux paraholer BDE , ANO (fig.tfo.) ^ut 
ont le mime axe BAS (g^ le mime jhyef S ^ on prend 
un angle quelconque BSD y ^ fi on divifi les deuJe 
aires BSD (^ ASN comprifis dans cet angle en un 
nombre égal de parties s le nombre de ces parties dé-' 
crit en temps égaux par deux corps qui Je mewvent 
dans ces paraholes efi en raifin réciproque des racines 
quarrées des ckbes des paramétres, 

DemOnst&ati on. 

Si les parties dont les aires BSD & ASN font 
tompofëes , étoient fuppofëes égales, le nombre ^e* 
parties parcourues {eroit comme les racines quarrées 
des paramétres {par la prop, \\, du \. li^v. des Prin- 
cipes de M. Newton.) : mais puifque dans la (ùpppfi- 
tion préfènte la grandeur des parties augmente cdiîi- 
me les quarrés des paramétres , & qu'ainH le nom- 
bre qui en éft parcouru diminue dans la même rai/bn, 
on aura en nonunant N & » les nombres des parties 
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décrites , & P & ^ les paramétres , N . « : : 5= . — : : 



pi . Pi. C. ^ F. D. 

C0ROLLAIX.E. 

Il Ciit de cette propofition que fi on fuppofe ua 
angle BSD de telle grandeur qu'on voudra, par 
exemple de 90 dégrés , divifé en un certain nom- 
bre de parties comme en 100 , & qu'on ait une ta- 
ble dans laquelle on trouve calculé l'angle au foyet 
qui répond à chacime de ces parties dans une para- 
bole donnée , puifque les paraboles font des figures 
femblables , les mêmes angles dans toutes les para- 
boles contiendront le même nombre de ces parties) 
& par confëquent l'angle étant donné , on trouvera 
le nombre des parties qu'il contient. De plus com- 
me dans une même parabole les aires parcourues 
(bnt proportionnelles aux temps , & que dans les 
paraboles diiKrentes en temps égaux elles font par 
cette propofition en raifon réciproque des racines 
quarrées des cubes des paramétres , par la compo- 
fition de ces raiibns , & fiippofant le rayon de l'or- 
bite Terreftre égal à l'unité , nommant L le loga- 
rithme du nombre des parties décrites , M le loga- 
rithme du nombre des jours écoulés depuis le péri'^ 
heUe , & D le logarithme de la diftance périhélie, 
fçadunt aufil que o,o3<>87t eft le logarithme du nom- 
bre des parties parcourues dans l'efpace d'un jour, on 
tirera la formule fiiivante 

L = M — o , 059871 ±-iD.' 
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Dans cette formule c*eft le figne -4- qu*il faut fup^ 
pofer devant D lorfque la diftance périhélie eft moin- 
dre que le rayon cle l'orbite terreftre , & le fignc 
— lorfqu'elle eft plus grande. 

Par cette formule , des trois termes L , M , D , 
deux étant donnés , on trouvera facilement le troi- 

(léme. 

Ces préparations étant fuppofées , il fera plus aifé 
de calculer lés Elémens des orbites paraboliques, 
& de trouver les lieux des Comètes dans ces orbi- 
tes pour des temps donnés , en ^ifânt ufàge des 
tables que M. Halley donne dans fa Cométogra- 

Î)hie. Pour ce qui regarde les elémens , on pourra 
es trouver en cette forte. 

PROBLEME L 

ETANT données trois obfirvations aune Comète 
ihignées cCun ajfez. grand intervalle les unes des au- 
tres , trowver la grandeur ^ la f option de l'orbé 
parabolique quelle décrit. « 



Solution. 

Premièrement il faut calculer les diftances ac- 
courcies de la Comète au Soleil , ou les (uppofer 
d'une telle grandeur qu'on voudra pour la première 
& la dernière obfervation i par le moyen de ces di- 
ftances on fera tout le calcul des triangles reAi. 
gnes & fphériques trcs^onnu des Aftronomes , pC- 
qu'à ce qu'on ait trouvé les diftances vrayes de la 
Comète au 'Soleil U l'angle compris entre ces diftan- 
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tés y <l'où par une prophète de k parabole aflez con- 
nue on déterminera la pofition de l'axe > enfiiite 
par la propo/îtion première on trouvera la diftan- 
ce périhélie , àç par le. Corollaire de la (èconde oa 
celui de la trdifîéme lé temps que : doit employer 
la Comète à décrire Tangle compris entre les; 6\- 
ftancçs vrayes de la Comète au Soleil : fl le temps 
trouvé n'eft point égal au xemps écoulé entre la 
première & la dernière ob^èrviaticin , il Êtiitrecom-i 
mencer le calcul en gardant confiante une des diftan- 
ces picemièrement luppofees^ & changeant l'autre 
jurqu'â ce qu'on trouve une parabole qui répond au 
temps entre les deux obiervations : tlorfqa'on aura 
rempli cette condition , on pourfuivra le calcul yaù» 
qu'à ce qu'on ait déterminé tous Je$. élémens dé 
l'orbite > enfuite on calculera pour le temps de la 
féconde obfervation le lieu de la Comète dans cette 
orbite ^ & (I le lieu calculé efl; conforme. à l'obfèrva* 
tion , on a trouvé la véritable orbite , mais s'il y a 
une différence confîdérable , it iàut 

Secondement recommencer le calcul en augmen- 




première fupppfîtion > t on p< 
diflinguer s'il faut l'augmenter ou la diminuer, ) fie 
en k gardant ' encore conftante on changera l'autrç 
yaiMti ce qu'on ait trouvé coinme cfi^deffus ùrfe 'nou- 
velle orbite , & le lieu de la Comète dans cette oti 
bite au temps de la féconde obfervation i s'il diâere 
encore trop du lieu bbfèrvé » il £tttc 
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Troinémcment prendre la différence entre la 
lieux calculés de la Comète dans les deux fuppoiL 
tions précédentes, 6c prendre auffi la quantité dont 
on a augmenté ou diminué dans la féconde (uppo- 
fîtion la diftance qu'on avoir premièrement fuppo- 
iee , â^ enfuite faire cette proportion : comme cet- 
te diâerence efl à cette quantité , ainfî la différen- 
ce entre le lieu obfervé Se celui des deux lieux caL 
cul^ qui approche le plus de Vobfervation , «ft à 
une nouvelle quantité , qu'il £iut ajouter ou fouftrai- 
re de la diflance fuppoiée dans le cas où on a le 
plus approché de l'obfèrvacion > fi& on aura unénou> 
yelle diilance qui donnera à peu-près l'orbite cher, 
chée. 

Il peut arriver qu'après ce troifiéme eflài il refte 
quelque légère correction à faire , ce qu'on pourra 

racilement exécuter par le moyen des Tuppoiitiotis 

lit' * • 

précédentes. 

Exemple de la Comète de Vcmnée 1707. 

Ayant choifl trois obfcrvations , dont M. de 
lA Caille m'a fait l'honneur de me communiquer 
la première î il l'a tirée par le moyen des interpo- 
lations de plufleurs obfervations faites en Italie pen- 
dant que la Comète étoit proche de l'Eclyptique , 
& l'a réduit au nœud: le 15 Novembre à ^o^, ^^K 
temps moyen a Paris la Comète étoit dans 4°. 46'. 
ao". ^ fans latitude. Les deux autres obfervations 
font tirées des Mémoires de l'Académie , fçavoir ic 
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ïo. Décembre a 7 ^ 13' T. M. la Comète ^étoit dans 
.8**. 33'. 40". ïw avec une latitude Boréalç de 39^ 36' > 
& le r 5. Décembre à 7*^ i^'' ^ Comète ctoit dans 
7* 37'. 4o^ R» avec uiie latitude Boréale de 46'*. 34'i 
zo". Maintenant fuppofàht le demi-kliamétre de l'or- 
bite Terreftre de loooo parties V je prends pour la 
première obfervaiion la diftance accourcie . de la 
Comet/s au Soleil de 85>io due je garde conftante, 
tandis que je cherche pour la. troifiéme obfervation 
une autre diftance que je trouve après plufieurs eflais 
devoir ctre de 5748 pour, que l'aire décrite par U 
Comète (bit proportionnelle au temps entre les deux 
obfèrvations. Ayant donc déterminé dans cette fup- 
podtion tous les Elèmens de l'orbite , je trouve' qu'ils 
donneroient pour le temps de la féconde obferva- 
tion ,Ja longitude de la Comète de 8^ a.7'. 5 8". «« avec 
une latitude Boréale de 37**. 3x'. 16". 

£n{uite pour la féconde fuppofîtion au lieu de 
8pxo je prends 9050 pour la diftance accourcie au 
temps de la première obfervation , & pour avoir 
une aire proportionnelle au temps je trouve que 
l'autre diftance doit être de 57^3 , & par le moyen 
de ces nouvelles diftances ayant déterminé une fé- 
conde orbite , je trouve qu'elle donne pour le temps 
de la féconde obfervation la longitude de la ComéjCjp 

de 8°. 31'. i^". «s & fa, latitude Botéale de 39°. <î'. 6"« 
Maintenant voyant que le mouvement de la C9- 
mète fe faifoic prefque tout en latitude, je me fers 
^des latitudes pouf corriger les fuppo(ition$: précède 

^ • • • • 

Iiiij 
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tes > ainfi .prenant , comme foi dit , la différence des 

latitudes calculées ci-deiTus, qui eft de i**. 33'. 50*, 
& la quantité 130 dont fai augmenté la diftance 
S52.0 prifè dans la première fuppotition , je pTeitds 
aufli la différence entre la latitude trouvée da|\s la 
féconde fuppontion & la latitude obfervée , qui eft 
.de 19'' $4" «'je Êûs donc cette* proportion , i°. 35'. 50*5 
19', 54" :: 1 30 : 424 j j'ajoute donc 41 à 5^050 , ce qut 
donne 9091 : mais comme cette proportion n*eft 
qu'approchante du vrai, & non pas géométriquement 
exaâe , le calcul m'a ^it {^voir qu'il Êiut ajouter 
43 au lieu de 42, , ce qui donne 9093 pour la diftan- 
ce accourcie , & prenant pour la troiHéme obferva- 
tion la diftance de $7697 , on trouve une nouvelle 
orbite dont l'aire décrite eft proportionnelle au temps, 
éc les élémens (ont tels que j'ai mis ci-aprcs. 

Ceft de cette manière que j'ai calculé les orbites 
de deux autres Comètes, içavoir de ijo6 & 1744, 
Comme les obfervations qui ont été £iites fur la 
dernière (ont plus exaâes que celles qu'on a £iit Cm 
Tes Comètes de 170^ & 1707 , M. Cassini de Thury 
m'ayant fait l'honneur de me les communiquer , fsà. 
calculé les lieux de la Comète dans l'orbite parabo- 
lique pour \es inftans de toutes les observations \ la 
^iftèrence entre le calcul & l'obfervation ne monte 
jamais à une minute & demi , comme on peut voir 
par la uble. 

Quoiqu'il (bit très-vraifemblable que le mouvement 
4es Con^éces iè fait dans dès «llipilès très-excemri- 
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<]ues ic non dans des paraboles , cependant comme 
elles ne font viiGbles q^ie pendant un petit elpace 
de temps , il eÛ: très-difficile de pouvoir déterminer 
ies temps de leurs révolutions , il fàudroit pour cela 
s'aHùrer de certaines conditions , que peu&«tre on ne 
peut attendre d'un Ci petit nombre d'obfèrvations : 
néanmoins fefpére qu'on ne trouvera pas mauvais 
que j'infère ici deux Problèmes , qui y ont rapport , 
éc qui pourront être peutctre de quelque ufàge i fur- 
tout puifqu'ils font applicables aum aux Planètes. 

• PROBLEME II. 

SVP PO SE q»ott'puijfe eotmoître la difiance péru 
helie AS (fig. tfi.) d'un corps qui fi meut dans une 
ellipfè , ( le Soleil étamt fuppofe en S, ) ^ une oMtre 
diflance quelconque SV avec V angle ASP , trouver le 
temps de U ré^volution ^ déterminer tellipje. 

Solution. • 

Qu'on prenne fur l'axe prolongé la partie SB 
égale à S P , & du côté du point A oppofé a ce- 
lui de B , AD égale à AB i qu'on tire DP & la 
divKànt également en deux au point M > iG de ce 
point on élève la perpendiculaire MF , le point F 
ou elle coupe l'axe AS fera l'autre foyer de l'elUpfè 
cherchée. Car par la conftrudion FP «^ FD , & SP 
sa SB, donc FP •*- SP « FD •*- SB « F S -h SD 
* SB «= FS -*■ iSD •+- xAD =» FS •*- lAS , ainfi 
FP •*- SP •?= FS -»- xAS, qui eft la propriété con- 
«lue de l'ellipfè. On . connoît donc la poHtion àss 

• • • • • • ' 
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deux foyers , & l'ixe de l'ellipfe , par confëqtient ou 
peur la décrire ; & puisque .dans différentes ellipfès 
les temps périodiques font comme les racines quar- 
rées des cubes des premiers axes , on connoîcra le 
temps de la révolution. C. ^F, T. 

Corollaire. 

I L fuit donc de ce Problème , que (i on trouve 
qu'une Comète lorfqu'elle eft éloignée de (on péri- 
hélie ne décrit point la même courbe qu'elle décri- 
voit dans le temps du périhélie i en cherchant quel- 
le doit être la difbnce de la Comète au SoleD & 
]*angle depuis le périhélie pour répondre à une ob- 
(èrvation exaûe *, on pourra déterminer l'elhpfe qu'el- 
le décrit ^ & le temps de ù, révolution. 

PROBLEME IIL 

iVPPOSÉ quon putjfe cmmître pour deux inftoMs 
donnés les difiances au /oleil £un corps qui fe meut 
dans une ellipfi , ^ le r Apport des vîtejfes de jon 
mouvement pour ces deux inflAns , déterminer V ellipfi 
0- le temps de U révolution» 

Solution. 

Soit une orbe elliptique ABD , {fig.62..) le grand 
axe A D , la moitié du petit axe OB , les foyers en 
S & F , le Soleil dans le foyer S > te foient connues 
deux diilances quelconques , S P , SN > foit U la vî- 
cefTe du corps au point P , u fa vîcefle en N , ôc «v 
celle en B. Maintenant par ce qui a été démontré 
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par M. DE MoivRE , on a , U . «r : : vFP . v'SP , & 

v . u :: VSN . v'FN i en multipliant donc terme 
par terme ces deux proportions , on trouve , XJTU . 

ClVT Ti Tvr 

uu : : FP X SN . SP X FN : : :r= . -:;r^ » or la raifon 



SP* FP 



FN 



M f\l 

de U à u e(l (ùppofée connue , donc —^ fera une 



FN 
FP 



quantité donnée » par confêquent (ùppolànt 

on aura FN =* 4 x FP, mais l'ellipfe donne SN 

NF "B SP •<■ PF, ce qui donne FP = 



SP— SN 



,& 



FP+.SP=«AD 



rf x SP — SN 



. Ayant auffî trouvé 

FN , des centres P , N , &c des rayons PF , NF , 
décrivant deux arcs de cercle , le point d'interfeâion 
F fera l'autre foyer » mais la pofltion des deux feyers 
^ l'axe étant donnés , l'elliple & le temps de la ré- 
volution (ont déterminés. C» ^. F. T. 

Les Elemens de f orbite décrite far la Comète 

de r armée 1706. 

En prenant deux obfervations* comme elles (ont 
marquées dans les Mémoires de l'Académie , fçavotr 
celle du 2.0 Mars à 1 1 ^ 38'. temps vrai , la Comète 
étant dans 1°. 49'. 48" "i avec une latitude boréale de 
49°. 44' •> & celle du 13 Avril à 9\ xi', la Comète 
étant dans 13". xt'. 48" np avec une latitude boréale 
de 5**. xc'. 58" } en fuppofànt la diftance accourcie de 
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la Comète au Soleil au temps de la première ob(èr* 

vation de iiyirj parties dont le rayon de l'orbite 

Terreftre contient loooo , & de 1^049 au temps de 

b féconde obfèrvation , on trouve les élémens (ui* 

vans. 

Le nœud a(cendant dans 1 3**. 1 1, 1,6" a, 

L'inclinaifbn de l'orbite au plan de l'Eclipcique de 

55. 5. 11. 

Le lieu du périhélie dans l'orbite, t^^ 14. 30" H. 
Le lieu du périhélie dans l'Ecliptique j 1^. 5 1'. 1 1' V. 
La latitude Boréale du Périhélie , 44^ 40'. 48''. 
Le Logarithme de la diftance périhélie, 9 , 6x6 ^tj. 
Le temps du périhehe le 30 Janvier à 7**. 7'. temps 
moyen à Paris. 

Le mouvement de la Comète diredi 

Ces élémens donnent pour le i. Avril à 8\ 18'. 
temps vrai la longitude de la Comète de if. 53'. 17*. iû», 
la longitude oblêrvée étoit de i". 54". 18'^, la diifë- 
rence eft de i'. i*$ & la latitude boréale de lo". 47'. 
5* , la latitude obfèrvée ctoit de xo°. 4(1'. 1 8" V U diiféf 
rence dk de 47* 
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Les Elémens de rorbite décrite far la Comète 

de P année l'y (yj. 

En prenant Pobfèrvacion du ij Novembre à to\ 
44*. temps moyen , la Comète étant dans 4®. j^C, 
io". «a fans latitude , & l'obfèrvation du 1 5 Décem- 
bre à y**. 5z» , la Comète étant dans 7°. 37'. 40" «s» avec 
une latitude Boréale de ^(f. 34'. xo" i en fuppofànt la 

diftance accourcie de la Comète au Soleil au temps 
de la première obfèrvation de 909 ^ parties dqnt le 
rayon de l*orbite Terreftr* contient loooo*, & de 
57^5>7 au temps de la féconde obfèrvation, on trou» 
■yç les elémens fui vans. 

Le nœud defcendant dans 2,1°. 4»'. 35* v. 

L'inclinaifon de l'orbite de 88^ 37'. 5 3". 

Xe lieu du périhélie dans l'orbite, Ip^ 51'. 14* tt. 

Le lieu du périhélie dans l'EcIiptique, X3M8'. 33" y, 

La ktitude Boréale du Périhélie, X7*. 4'. 10". 

Le Logarithme de la diftance périhélie^ p, 53412*, 

Le temps du périhélie le 11 pécembrç i x^\ 38', 
temps moyen à Paris. : • ' * 

Le mouvement de la Comète direct. 

Ces elémens donnent pour l'obfèrvation du 10 Dé- 
cembre à 7 •*. 1 3'. xd'. temps, moyen la longitude de la 
CométedeS". 33'. 10". a«,la longitude obfervèe étoit 
^e 8**. 33'. 40", la différence eft de 30" i & la latitude 
l)oréale de 35»°.. 3 5'. 10", çUç'étoit obfervée de 39°. 3^», 
la différence eft de 50*^ 
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Si au lieu de l'obfervation du 15. Novembre on fe 
(crt de celle qui eft marquée dans les Mémoires de l'A- 
cadémie pour le tp. du même mois , prenant encore 
comme ci-deflus l'obfervation du 15. Décembre, & 
ruppôfanc pôUf la première la diftance accourcie de 
la Cométe^de 88^7 , & de 5770^ pour la féconde, on 
trouve les Elémens fuivans. 

Le nœud defcendant dans zi". 49'. 13' V. 

L'inclinaiTon de l'orbite de 88°. 57'. 8'. 

Le lieu du Périhélie dans forbite, 15^ 57'- 5°* "• 

Le lieu du Périhélie dans l'Ecliptique , 13**. 3 ''• jo"^' 

La latitude Boréale du Périhélie de 17'. 7'. ^6 . 

Le logarithme de la diftance Périhélie, p, ^341 87. 

Le temps du Périhélie le ix. Décembre à o\'i\ 
temps moyen. 

Ces Elémens donnent pour le temps de l'obferVa- 
tion du 10. Décembre la longitude de la Comète de 
8^ 34'. 10* «w avec une latitude Boréale de j^**. 34'. 3 5*. 
la longitude obfervée étoit de 8*. 3 3'. 40" , ou plutôt 
• de 8°. 33'» 50* , & la latitude obfervée étoit de 35°. 3^', 
ou plutôt de 59°. 3 5'. to", comme il réfulte des afcen- 
fions droites & déclinaisons marquées dans les Mémoi- 
res de l'Académie , ce qui donne lo" pour la diffé- 
rence en longitude > & 45" pour la différence en lati- 
tude. 
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Les Elémens de Vorbite de la Comète de 

tannée 1744. 

En prenant l'obfervation du 7 Janvier, au temps 
de laquelle la longitude de la Comète étoit de i x". 3'. 
2.1*. r ,& fà latitude Boréale de 17*. 51'. 17" i & celle 
du i 5 Février , au temps de laquelle la longitude de 
la Comète ctoit de *>'. 54'. 10" X > & fa latitude boréa- 
le de 14**. 40'. 3^' } en fuppofant la diflance accourcie 
de la Comète au Soleil au temps de la première des 
deux obfèrvations de i34<?5>3 parties dont le demi- 
diamètre de l'orbite Terreftre contient 1 00000 , &: de 
i^7p8 au temps de la féconde obfervation, on trou- 
ve les Elémens fuivans. 

Le nœud defcendant dans 15^. 40'. 53" v^. 

L'inclinaifon de l'orbite de 4^» 50'. 5". 

Le lieu du Périhélie dans l'orbite, 17°. 00'. 00" «*. 

Le lieu du périhélie dans l'Eclyptique, 15°. 9', 47" a. 

La latitude Boréale du périhélie de lo*. xsl, x-f. 

Le logarithme de la diftance périhélie , 9 , 345)749. 

Le temps du périhélie le i. Mars à 8^ 30' temps 
moyen à Paris. 

Le jnouTement de la Comète direâ , quoiqu'il ait 
pani pendant tout le temps rétrograde. 
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CompuYMfon des lieuic calculés avec les lieux eh/èrvés. 



Jeun 

dcsmris. 



Temps 



»74î. 
Die. >i 



"44. 



10. 



Ï.ï4î 
10. i9. 



5.41. 
T. ï7i 



J. 8. 



4. ïï. 



7. IJ. 
8.4t. 
7. 40Î 



7. ' 



7.17. 



6.U{ 

MI. 
ïj. î. J9. 
T. 4^. 



18. 
»J- T- J4- 
»T. î. »». 
iS «. 



Longitude 
otiferr^ 



K. »?. 41 

M. 4Î-58. 



If. i%5". 
14. II. iS. 
IJ.JB. I. 



II. 54- ï7. 



9. S9. JI- 
?. 51. iS. 



?. tf.40. 
7. 47. Itf. 
7. II. 4f. 



«. Ï7. 54. 

X-»8.l8. 

K. il. 



»î. ïrf. 8. 

»r. 14. 

»4-5'' 



1». 4». 4"- 

II. %6. lï. 
X». Ï7-4I- 



IS. Ï4. To. 
15. IJ. 17. 
9. Ï4. 10. 



Longitude 
calculée. 



i«. tS. 40. 
ij. 4*. o. 



If, t8. 10. 
14. 10. 30, 
'i. 37- 4?. 



'^ f.jj. 



II. ih ". 

10. 1. 11. 
9.33.11. 



7.4^13. 



6. f S. 10. 

X.18. 18.4». 

K. 33. 4f. 



11 


If 


10. 


»4 


30. 


45- 



». jo. 18. 

.11. îï. î«. 

lO. Î7. 7. 



I?. 54. II. 
13. 13. 48. 
*. ^4. ?. 



— I. 19. 
-o. 4ff. 



-*-o. >». 
— o, 3. 



-(-0.4*. 


+ 0. ^«. 


-H 0. îi. 


,. ,. 


-f- I. 3. 


— I. y. 



-t-o. J7. 
— O, 17, 
— 0.34. 



— o. 39. 



Latitude 
oblêrvée. 



itf=.i8'.î8".B. 



17- 4*- >'- 
17. 4<. *7. 
If. ÎI. 17, 



». îï. 4*. 
8. j. 1;». 
8. 14. o. 



iB. 18. 34. 
18. 30. 4J. 
'«. 3Ï- 4. 



18. 


J8. U. 


'?. 


Ï4- I* 


I?. 


57. $3- 


I?. 


T7. 41. 


I?. 


r*. 31. 


I». 


Ï4. 39. 



!?. 44. "• 
IJ. 3*. 38. 
19. 14. 34, 



19. II. »i. 

t*. 4'- J» 
14. 4«- i*. 
tf. 31. 1?. 



Latitude 
c a tc ulé e . 



itf=.i9'.i3".B. 
17. II. Î7. 
17. 19. 10. 



tT. xj. ». 

17. 31. 41. 
17: 37. 14. 



". ïf-lj. 
18. 9. t. 
I8. 13. i^. 



iS. 17. it. 


— I. ij. 


I8-. 30. ». 


— 0-41- 


18- 3Î. T7. 


'— r. 7. 


18. 3>^ I. 


— o-ÏJ. 


19. Ï4. 1». 


-4-0.1». 


ly. ï8. 7. 


+ 0.14. 


I?. Ï7. 51. 


-H 0.10. 


I?. jtf. 40. 


-»-•. 8. 


lu. ïï; *, 


-»-».3o. 


tf. 44. 13. 


-♦-o. ». 


■iu 3<^- !• 


— 0.J7. 


ly. »î, 44,' 


-f-no. 



i#. ir. j8. 
■«. 41. *. 

14' 4'>. 3Ï- 

*. 31.47. 



— o.iS. 
'-*-o. 7. 



-0.41. 
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Les Elémens de torhitc décritt par la Comète 

de famée 1748» 

£n (uivatit la même méthode £6 me (èrvant des 
obfervatiorts raites à rObfervatoire Royal, j*ai trou- 
vé pour l'orbite de cette Comète les Elémens • fui- 
vans. 

Le nœud defcendant dans i*". 5 1\ 10* «i» 
L'inclijïaifbn de l*orbit& de %f. xj'^ 50"* 
Le lieu du Périhélie dans l*orbite, 4**. 47'. 55*^"i. 
Le lieu du périhélie dans Itcïiptique , z 1 °. xi'. 44"^ in, 
La latitude Boréale du périhélie de 17°. 5 y. 54"! 
Le logarithme de la diflance périhélie , 9 , <>£ p 1 85^, 

. Le temps du périheUe le z8 Avril a xj^ 5,5'. temps 

moyen à Pari^. 

• Ce mouvement de la Comète rétrograde; 



FIN. 
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Extrait des Regiflres de P Académie Royale 

des Sciences» 

Vu 11. Mars 1747. 

MESSIEURS Maraldi &^^la Caille, quî 
avoienc été nommés pour examiner un Mémoire 
de D. C. Walmtfley , fur la Théorie du mouvement des 
Comètes , en ayant fait leur rapport } PAcadémîe a jugé que 
cet Ouvrage étoît très clair & très-méthodique ^ & qu*îi 
marquoit dans TAuteur une grande connoi0ance non feu* 
lement de la Théorie des Comètes 8c du calcul Aftrono« 
ttrique 3 mais encore des autres parties de l'Aftronomie 
Phyfîque , en foi de quoi j'ai figné le prcfent Certificat ; 
A Pans, ce dix-neuvîeme Avril 1747- 

GRANDJEAN DE FODCHY, 
Secrétaire ferfétuel de l^ Académie Royale des Sciences. 



Extrait des Regiflres de P Académie Royale 

des Sciences. > 

Du zi. Aeàt 174S. 

MESSIEURS Claihault & d'Alimbeut ^ qn! 
avoient été nom^nés pour examiner un. Ouvrage de 
JD. C. Walmefiey : intitulé , Analyfe des Mefures des Rapports 
^ des Angles , &c. en ayapt fait leur rapport , l'Académie 
a jugé que c«t Ouvrage ^étoit fait avec beaucoup d'intelli* 
eence & de clarté , qu'il marque dans TAuteur une connoif* 
Ëince ef ès-étendue du calcul iofinitéfimâl , 6c qu'il fera trhs^ 
utile à; ceux qui voudront s'fnftruire de ce Calcul. En foi de 
quoi f aï figné le préfcnt Certificat j à Paris , ce 13 Septèm4 

bre ï74&. ' 

GRANDJEAN DE FOUCHY, 

Secrétaire perpétu^de f Académie Royale des Sciences. 
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APPROBATION. 

Î'Ai lu par l'Ordre de Monfeigneur le Chancelier an 
Maaulcric ÎDCÎCulé , Analyfe des Mefmres des Rapferts & 
I Angles , ér'' i^'ai cm cet Ouvrage très digne de l'im- 
f rclEao. A Paris ce ^ Septembre 1 748. 

CLAIRAOT. 
P K Jyj LEG E DV KO T. 

LOUIS PAR tA CRACB DE DiEU, ROT DE FRANCE ET DE 
Navarre : A nos Ames H Féaux Conquiers, tes Gens tenant nos 
Cours de Parlement. Maîtres des Requêiet ordinaÛM de notre Hôcd, 
Grand-Confeil , Prevô» de Paris , Baitlifs , Sénéchaux , leurs Lteuteoans 
Civils 8c Autres 00$ Ju(Hders œj'il appartiendra , $ali{t : notre amé 
Gabriel-François Quillau , Peie , Imprimeur- Libraire à Paris , An- 
ôeo Adjoint de fa Communauté , Nous a fait expofèr au'it défireroit 
imprimer & donner au Public un Ouvrage qui a pour titre , .AhmIjJ» 
4tâ Mefurts , det Happons & Jet onglet , ou RedKfHoti des ImtgrtUes aux 
L^gétriihmes & aux Arcs de Cerde , s'il DOUS pUifuit lui accorder nos 
lettres dp PermilHon pour ce nécelTaires. A ces causes, voulant favo- 
rablement traiter t'expofant , oous lui avons permis & permettons par 
ces Préfentes d'imprimer ledit Ouvrage , en un ou pluiîeurs volumes , & 
autant de fois que bon lui femblcr^ ; Qc de le vendre , faire vendre Se 
débiter par tout notre Royaume , pendant le temps de trois années coq- 
féçutires.^. compter du jour de la date defdites Préfémes. Faifons dé- 
feofes à tous Libraires , Imprimeurs & autres perfonijes de quelque qua- 
lité & condition qu'elles foiem d'en introduire d'impreJlion étrangère dani 
aucun lieu de notre obéiiïance ; à U ^^rge que ces Frefeotes feront 
cnregtftrées tout au long fur le Regiflre de la Communauté des Librai- 
res & Imprimeurs de Paris, dans trois mois de la dafc d^cdles ; que 
fimpreflion dudit Ouvrage fera faite dans notre Royaume & non ailleurs, 
«D bon papier Se beaux caraâéres. conformément à U feuille imprimée 
attachée pour modèle fous le cootre-fcel defdites Prévîntes ; que llmpi- 
trant fe conformera en tout aux Réglemens de la Librairie , fie notant' 
ment à celui du i o Avril 1 71 5 > qu'avant de l'expofer en vente te M*- 
nufcrit qui aura fervi de copie à l'imprefljon dudit Ouvrage fera'remis 
dans le même ét«t oà l'Approbation* y aura été donnée , es mains de no- 
nf tiis-cher féal Çberalier le fiem DagA^seau > Chaoçeliei de Frao- 



ce. Commandeur, de nos Ordres ; &c qu'il, en fera enfuke j'émis deux 
Exemplaires dans notre Bibliotéque publiq^ue , un dans celle de notre 
Château du Louvre » & un dans celle de notre trèsTcher & féal Cheva- 
lier Je S)&}\r. Dagu£S5£AU^^ Ch^ceber d^ Erance s le jcput à pein^ iè 
hnlHté'desPréfentes.Du'contenit defqiielléi ^uîiiandp^s &"en|oîgnôns 
de faire jomr ledit ^Expo&nt & fes ayanStCaufps^eip^^t 9i Da^bfe- 
«lent , fans ïouflfrir ^u'â leurîoit (ait ^uçup.trojublé oli értpéchément: 
Toulons-qa'à.la copie c^fditei Préfenr^^ qui (ef a imprimées tout au long 
au commencemeilt ov à ia fin dudit Ouvrage , foi foit ajoutée conCime 
à Torigioal; commandons au premier notrei HuifEer oa Sergent fur ce 
requis de faW pour l'éxt^cudon d'îceBes toifs Aâes requis & ncceffaires 
fans demander js^r^ permij(fioB , 9c no^qbft^nt.dameur de Haro ^ Chari- 
té Normiide &TRttJ:es a ce contraires : Car tel eft notre plaifir. Donné 
à Paris le vingtrneuviéiaiè piir da mois de.Noveni|pre l'an de grâce mit 
fept quarante.buit , 8c de notre Régne le trente-quatrième. ^ 

Par u ROY en fon Confeil. 
. ' • \ — . SÀINSONf. 

« • • \ ■ S 

. Xtgifiri fitr U R^fire XfJ.JiU Çhtmlhre Roféd» 4ii jÛiriéns & It^ 
frimeurs, de Parts , Ntfm. ^S. fil. 40. unfori^jntiH au» MtUns.Réglemenf 
'^nfrmés f4r èclm d» 28. Février i-jz^. A Paris le j. Décembre 174^. 

Gi -CAyEL.lER;--4>)T«//V. ' 
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Nantes i corriger dam la Matiire, 
l-'Age39.Iignei4. — lifex— . Pig.71, lig. 11. HD . OD 
H-HOlifOD + HO.HD. Pag. 79. lig. 15.= i lit— i. 
Pag. 1 09. lig. 1 1. ?f[-^ i>t- ,7'^7{fp}- P»g- « 3 »• lig- « 3- 

riFT^ '''■•7:^=- ^'e- «37- % "■ CA^ l't. Cff^"- 
Pag. 140. lig. 6. 7.& 1 6. ^.lif. X. Pag. 141. Ii( i.c+Ycc:=i 
li/:4+-V«— ^. Pag- ■43- ''g- '9- '^/'' liC -^-j^ . Pag. 
iSi.lig. i. + X(PDO)lir.— x(PDO). Pag. 166. lig. 3 
K^~'dx lif. i^— '</^, lig. 5.**-*- UxMf. x*—*dx. Pag. 174. 
Ug. 3 . f/gr lif. f/qr. Pag. 183. lig. dern. B.f f i lif. R.». -)- > 

P<lg. z 04. lig. 3 - f + J^î" -t- <.' lif. f -H si}' ■*■ g^'- Pag. 106 
,. tiDxi'-Ux ,.,. 4Dx>—'Jx 

+»>*—'+■ »»— '— "lif — M»— '4-i...-(-(«»— '— ■ 

Pag. 214. lig. I o. étant lif. 6 ^Mnr. 

Vantes i corriger dans les Tables. 

Pag. ...Hg. 3.^lR:âEï® ,ir:_iHil|EF(5). 

Pag. 3i«.&3i8.1ig.4.1»|l''"-IM- P«g- 3 55-'%- 4- — 
lif -5 — ©. Pag. 3*3. lig. 7. ij»'<."'Iif ijn»^". Pag. 364,- 
lig. 9. i7»f' lif t7iif>. Pag.368.lig. 3. ï3iii/«Jlif 13111/'. 
Sclig. 13.^— «lif Pi f— «. Pag. 3 84.1ig.dern.(CP:CO) 
)if -i-(CP : CO). Pag.3 9 6. lig. pcnult. (BP : BO) lif (AP : AO). 
Pag. 397.% 1 i.~|-(PBO)lif -t- -I- (PBO). Pag. 410. lin. 
dern. fDP : DO; lif ,8 ('DP ; DO^. 
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